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POINSOT.  —  Éléments  de  Statique.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  in-S",  1 1*  édi- 
tion. —  Prix  :  6  francs  ('  ). 

En  publiant,  après  les  OEuvrcs  de  Laplace,  celles  de  Lagrange, 
de  Lavoisier  et  de  Fresnel,  le  Gouvernement  français  nous  a  permis 
d'espérer  la  collection  complète  des  travaux  dus  aux  savants 
illustres  de  notre  pays.  La  série  est  loin  d'être  épuisée  :  Ampère  et 
Caucliy  devraient,  aujourd'hui,  y  figurer  au  premier  rang  5  mais, 
après  eux,  et  quoi  qu'en  puissent  penser  quelques  esprits  trop 
exclusifs,  je  n'hésiterais  pas  à  proposer  le  nom  de  Poinsot,  en 
promettant  à  ses  OEuvres  une  intluence  excellente  et  durable. 

Nous  n'aurons  pas  heureusement  à  attendre  les  inévitables 
lenteurs  d'une  publication  administrative  ;  un  éditeur  intelligent, 
M.  Gauthier- Villars,  en  préparant  la  onzième  édition  de  la 
Statigue  deVoinsot,  nous  annonce  l'intention  de  réunir,  dans  un 
second  volume,  les  OEu<^res  mathématiques  de  l'éminent  auteur  (  '  ) . 
Aucun  géomètre,  aucun  savant,  aucun  écrivain  peut-être  n'a 
écarté  avec  autant  de  soin  de   ses  écrits  les  développements  inu- 


(')  L'article  que  nous  reproduisons  constitue  la  Préface  de  la  nouvelle  édition,  qui 
est  tout  à  fait  à  la  hauteur  des  précédentes. 

(')  L'édition  précédente  des  Eléments  de  Statique  se  terminait  par  quatre  Mémoires, 
qui  se  trouveront  dorénavant  dans  le  volume,  en  cours  de  préparation,  des  OEuvres 
mathématiques  de  Poinsot. 
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tiles  5  et  les  OEuvres  complètes  de  Poinsot  ne  sauraient  être  dis- 
tinguées de  ses  OEuvres  choisies.  La  révision  sévère  qui  supprime 
tout  ce  qui  est  imparfait  a  été  faite,  à  toute  époque  de  sa  carrière, 
par  le  plus  fin,  le  plus  judicieux  et  le  plus  attentif  des  critiques,  je 
veux  dire  par  Poinsot  lui-même.  Chaque  phrase,  dans  ses  Mé- 
moires, était  travaillée  avec  le  même  soin,  chaque  mot  pesé  avec  le 
même  scrupule,  chaque  tour  adopté  apiès  une  comparaison  aussi 
minutieuse  que  s'il  se  fût  agi  de  graver  une  inscription  sur  la  pierre. 
Celui  qui  écrit  ces  pages  a  eu  l'honneur,  plusieurs  fois,  d'assister  à 
la  dernière  correction  d'un  Mémoire  de  Poinsot,  en  lui  donnant 
lecture,  à  haute  voix,  de  la  feuille  sur  laquelle,  après  dix  ou  douze 
voyages  chez  l'imprimeur,  on  avait  encore  à  supprimer  quelques 
mots,  à  ajouter  quelques  virgules.  Sans  demander  qu'on  approuvât 
tout,  Poinsot  répondait  brièvement  aux  objections  que,  bien 
souvent,  il  avait  prévues,  et,  si  on  lui  proposait  de  remplacer  un 
mot  par  un  autre,  préférable  en  apparence,  presque  toujours  la 
substitution,  examinée  déjà,  avait  été  rejetée  par  de  bonnes  raisons. 
Il  acceptait  pourtant  quelques  changements,  mais  jamais  à  l'im- 
proviste.  Quand  le  mot  ou  la  rédaction  proposes  lui  en  paraissaient 
dignes,  il  les  écrivait  en  marge  pour  les  relire  le  lendemain  et  les 
comparer  à  loisir  au  texte  primitif. 

J'ai  conservé  longtemps,  et  j'aurais  voulu  conserver  toujours, 
les  épreuves  d'un  Mémoire  sur  la  Précession  des  éqidnoxes,  dont 
il  m'avait  confié  la  première  correction.  Chaque  page  portait  les 
traces  de  ces  minutieux  examens,  dont  l'admiration  et  le  respect 
m'ont  plus  d'une  fois  fait  oublier  l'interminable  longueur. 

Poinsot,  pour  la  langue  mathématique,  était  un  véritable  di- 
lettante^ un  mot  incorrect,  l'enchaînement  illogique  de  deux 
idées  faisaient  éprouver  à  son  esprit  la  même  souffrance  qu'un 
accord  faux  à  une  oreille  musicale  ;  il  pardonnait  les  lapsus  et  les 
signalait  avec  bonne  humeur  ^  mais  si  l'auteur,  dûment  averti, 
voulait  nier  sa  faute,  ou  y  paraissait  indifférent,  il  était  condamné 
sans  retour.  «  Où  la  correction  du  langage  est  inconnue,  il  ne  faut 
pas,  disait-il,  introduire  la  Géométrie.  »  Ayant  un  jour  à  examiner, 
comme  membre  du  Conseil  royal  de  l'Instruction  publique,  un 
Traité  nouveau  de  Géométrie,  il  aperçut,  en  l'ouvrant  au  hasard, 
une  proposition  relative  aux  côtés  latéraux  d'un  trapèze  5  le  Livre 
était  jugé  sur  ce  malencontreux  pléonasme  :  l'auteur  voulut  s'excuser 
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ou  se  défendre,  tout  fut  dit.  Les  écrits  signés  du  même  nom  purent 
parvenir  encore  jusque  sur  la  table  de  Poinsot,  mais  aucun  ne  fut 
ouvert  j  dès  qu'il  apercevait  la  signature  :  «  Otcz,  disait-il,  ôlez  -,  c'est 
l'homme  aux  côtés  latéraux  :  nous  ne  pourrions  pas  nous  entendre.  » 
Poinsot  n'était  pas  érudit  ;  les  Mathématiques  lui  doivent  d'ad- 
mirables  travaux,  mais  toutes   leurs  branches ,     il    s'en  faut  de 
beaucoup,  n'ont  pas  attiré  son  attention.  Par  un  singulier  hasard, 
une  exception,  dont  on  ne  citerait  pas  un  second  exemple,  devait, 
dès  le  début  de  sa  carrière,    lé  dispenser  d'une  partie  des  études 
imposées  à  ses  concurrents.  Poinsot  aimait  à  raconter  qu'en  1794? 
élève    de   rhétorique  au   collège  Louis-le-Grand,   il  aperçut,   par 
hasard,  ledécret  d'organisation  de  l'Ecole  Polytechnique  et  l'annonce 
d'un  prochain  concours.  Le  programme  d'admission,  quoique  peu 
étendu,  dépassait  de  beaucoup  le  cercle  de   ses  études.    Poinsot 
n'avait  reçu,  jusque-là,  que  quelques  leçons  d'Arithméticpie.   Il  se 
procure  un  Bézout,  et,  après  l'avoir  parcouru,  se  sent  la  force  et  le 
courage    d'affronter,   sans    autre   secours,    toutes   les    parties    de 
l'examen  -,  cependant  le  proviseur,  M.  Champagne,  refuse  formel- 
lement à  un  élève  de  rhétorique  l'autorisation  de  se  faire  interroger 
sur  les  Mathématiques  :  «  Tu  compromettrais  le  collège,  »  lui  dit-il. 
«  Interrogez-moi,  répondit  Poinsot,   vous  verrez  que  je  suis   pré- 
paré; »  et  il  insistait  d'autant  plus  qu'il  craignait  moins  de  se  voir 
pris  au  mot.  «  C'est  bon,  c'est  bon,  répondit  en   effet  M.   Cham- 
pagne, fais  ce  que  tu  voudras,  mais  tu  compromettras  le  collège.  » 
Poinsot  se  présente  donc,  et  est  examiné  par  un  petit  homme,  qu'il 
n'a  jamais  revu  et  dont   il  regrettait  d'avoir  oublié  le  nom.   On 
l'interroge   sur  l'x^rithmétique  et  sur  la  Géométrie  5    grâce  à   son 
Bézout,  il  ne  craignait  rien  sur  ce  terrain  5  mais  on  passe  à  l'Algèbre  : 
Poinsot  se  tait  un  instant-,  puis,  au  lieu  de  répondre  :  «  Monsieur, 
dit-il,  je  ne  sais  pas  l'Algèbre,  mais  je  vous  promets  de  la  savoir 
avant  l'ouverture  de  l'Ecole  aussi  bien  que  la  Géométrie,  que  j'ai 
étudiée  seul.   »   Le   petit  homme  hésite,  lui   adresse,   pour  toute 
réponse,  deux  questions  nouvelles  de  Géométrie,  et  le  renvoie  sans 
exprimer  d'opinion. 

Unmois  après,  Poinsot,  dans  sa  petite  chambre,  étudiait  l'Algèbre 
de  Bézout,  quand  un  grand  bruit  s'élève  dans  le  corridor;  ses  cama- 
rades se  pressaient  à  sa  porte  en  agitant  un  numéro  du  Moniteur  : 
Poinsot  était  reçu  à  l'Ecole  Polytechnique,  et  il  a  conservé  toute  sa 
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vie  de  la  reconnaissance  pour  le  petit  homme  qui  avait  eu  confiance 
dans  sa  promesse. 

L'opposition  de  M.  Champagne  et  les  questions  sur  l'Algèbre 
n'étaient  pas  les  seuls  obstacles  heureusement  surmontés  par 
Poinsot.  Une  épreuve  plus  difficile  avait  précédé  l'examen  de  Ma- 
thématiques. Le  proviseur,  en  attestant  sa  bonne  conduite  au  Ivcée, 
avait  dû  certifier,  en  outre,  son  amour  pour  la  liberté  et  pour 
l'égalité,  et  sa  haine  contre  les  tyrans.  Sans  se  contenter  d'une 
déclaration  uniformément  accordée  à  tous  les  candidats,  il  fut 
décidé  qu'un  examen  au  moral  serait  fait  préalablement  à  tout 
autre,  et,  parmi  quarante  et  un  candidats,  un  citoyen  recomman- 
dable  par  ses  vertus,  chargé  de  prononcer  sur  leur  civisme,  ne 
trouva  pas  un  seul  admissible. 

«  La  manifestation  de  patriotisme,  disait  ce  rigide  examinateur, 
a  été,  en  général,  nulle-,  à  l'exception  du  très-petit  nombre,  ils 
sont  ignorants  et  indiiférents.  ))  Indifférents  !  tandis  que  les  enfants 
mêmes  balbutient  déjà  les  principes  et  les  hymnes  de  la  liberté  ! 
«  C'est  en  vain  que  j'ai  tâché,  par  des  questions  brusques  et  im- 
prévues, et  même  captieuses,  de  suppléer  à  l'insignifiance  des  actes 
qu'ils  ont  produits  5  presque  tous  m'ont  prouvé,  par  leur  ignorance, 
qu'ils  avaient  toujours  été  indifférents  au  bonheur  de  leurs  sem- 
blables, au  leur  propre,  et  même  aux  événements.  Je  n'ai  vu,  en 
les  considérant  en  masse,  qu'une  fraction  de  génération  sans 
caractère,  sans  élan  patriotique.  » 

Ce  ridicule  et  vertueux  citoyen  avait  heureusement  dépassé  le 
but  \  ne  pouvant  refuser  tous  les  candidats,  on  leur  fit  jurer  haine 
aux  tyrans,  et  ils  furent  admis  à  concourir. 

Poinsot  ne  fut  pas  tovit  d'abord,  on  devait  s'y  attendre,  un  très- 
brillant  élève  de  la  nou^velle  école,  et  son  nom  ne  figure  pas  à  côté 
de  ceux  de  Malus,  de  Francœur  et  de  Biot,  parmi  les  chefs  de 
salle,  nommés  répétiteurs  de  leurs  jeunes  condisciples.  Biot  était 
chef  de  la  salle  de  Poinsot  5  les  deux  futurs  confrères  avaient,  dès 
cette  époque,  peu  de  conformité  dans  l'esprit.  Plus  âgé  que  ses 
camarades  et  plus  instruit  qu'eux,  Biot  accomplissait  sa  tâche  avec 
supériorité.  On  le  considérait  comme  un  maître  ;  Poinsot,  seul,  lui 
tenait  tête,  lui  refusait  une  aveugle  confiance,  et  finissait  souvent 
par  lui  dire  :  «  Tu  es  trop  savant  pour  moi  \  la  question  est  simple, 
traite-la  simplement,  ou  je  réserve  mon  opinion.  )) 
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Dans  ces  discussions,  Biot,  toujours  entouré  de  livres  et  s'ap- 
puyant  sur  eux,  avait  de  grands  avantages  ]  l'esprit  droit  et  attentif 
de  Poinsot  apercevait  parfois,  cependant,  des  vérités  imprévues, 
et,  ces  jours-là,  il  devenait  un  adversaire  fort  incommode.  Il  aimait 
à  raconter  les  détails  d'une  de  ces  luttes  qui,  disait-il,  après 
cinquante  ans,  n'étaient  ni  oubliés  ni  pardonnes.  En  étudiant  une 
surface  réglée,  on  fut  conduit  à  se  demander  si  deux  génératrices 
voisines  se  rencontrent.  «  Il  n'en  faut  pas  douter,  dit  Biot  ;  sur  une 
Tuênie  surface,  comme  sur  un  rnème  plan,  deux  lignes  se  coupent 
toujours  ;  le  contraire  est  un  cas  exceptionnel,  dans  lequel  même  la 
rencontre  subsiste  et  devient  imaginaire,  w  Et  il  alléguait  des  rai- 
sonnements auxquels  Poinsot,  malgré  sa  promesse  consciencieuse- 
ment tenue  d'apprendre  l'Algèbre,  ne  comprenait  absolument  rien. 
Assuré,  par  une  preuve  simple  et  certaine,  que  les  génératrices 
n'avaient  pas  de  points  communs,  il  se  souciait  fort  peu  des  in- 
tersections imaginaires.  Biot,  cependant,  sort  de  la  salle*,  on  reçoit, 
en  son  absence,  la  visite  de  M.  Monge  ^  la  question  lui  est  posée, 
et  Monge  explique  la  distinction  des  surfaces  gauches  et  des  surfaces 
développables,  montre  le  caractère  des  unes  et  des  autres,  et  fait 
voir  que  la  surface  en  question  appartient  à  la  classe  des  surfaces 
gauches,  dans  lesquelles  les  génératrices  ne  se  coupent  jamais.  Biot 
revient  peu  de  temps  après,  et  Poinsot  reprend  la  discussion  5  Biot 
maintient  son  dire  avec  chaleur  ;  on  l'écoute  en  souriant,  et  c'est 
seulement  lorsque,  en  se  levant  pour  donner  plus  de  solennité  à  sa 
déclaration,  il  a  répété  que  les  génératrices  se  coupent  toujours  et 
qu'il  n'y  a  pas  d'exception,  que  Poinsot,  en  prenant  ses  camarades 
à  témoin,  raconte  la  visite  récente  de  Monge  et  sa  déclaration 
lormelle,  dont  personne  n'aurait  osé  appeler. 

Poinsot,  en  sortant  de  l'Ecole  Polytechnique,  fut  admis  à  celle 
des  Ponts  et  Chaussées  ;  il  y  resta  trois  ans,  mais  ses  études  techniques 
étaient  négligées  pour  les  Mathématiques  5  il  y  renonça  et  devint 
professeur  dans  un  lycée  de  Paris. 

Les  premiers  efforts  de  Poinsot  se  tournèrent  vers  la  résolution 
des  équations  algébriques  ;  sur  cette  matière  fort  étendue  et  pleine 
de  questions  épineuses,  il  avait  rencontré  quelques  vérités  im- 
portantes 5  une  surtout  le  charmait,  il  l'appelait  son  idée  du  Pont- 
iVeuf  ;  c'était  sur  le  Pont-Neuf,  en  effet,  qu'elle  avait  tout  à  coup 
dissipé  dans  son  esprit  des  difficultés  depuis  longtemps  importunes. 
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Il  en  espérait  les  plus  brillantes  conséquences,  mais  il  était  prudent, 
et,  quoique  peu  curieux  des  travaux  d'autrui,  il  voulut  y  cliercher 
si  son  idée  était  nouvelle  ;  Vandermonde  l'avait  eue  avant  lui,  et 
Lagrange,  Poinsot  l'a  su  plus  tard,  l'avait  eue  avant  Vandermonde. 
Le  désappointement  fut  très-grand,  mais  Poinsot  n'en  fit  part  à 
personne,  et  son  premier  travail  resta  dans  les  cartons. 

L'idée  du  Pont-Neuf,  appliquée  à  l'équation  du  quatrième  degré, 
à  l'occasion  de  laquelle  elle  s'était  présentée,  faisait  voir  sans  aucun 
calcul  que  l'équation  du  vingt-quatrième  degré,  à  laquelle  on  est 
conduit  quand  on  veut  cliercher  une  fonction  de  quatre  racines 
d'une  équation  du  quatrième,  peut  se  résoudre  actuellement  à  l'aide 
de  deux  équations  du  huitième  et  du  troisième  degré,  et  que  celle 
du  huitième  doit  se  réduire  elle-même  à  trois  du  second;  le  succès 
des  méthodes  proposées  jusque-là  tenait  donc  essentiellement  à  la 
nature  du  nombre  quatre,  qui  permet  de  grouper  d'une  certaine 
manière  les  vingt-quatre  valeurs  d'ane  fonction  quelconque,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  les  vingt-quatre  permutations  de  quatre 
lettres,  et  non  point  au  choix  qu'on  fait  de  certaines  fonctions 
particulières  des  racines,  qui  offrent  moins  de  valeurs  différentes 
qu'il  n'y  a  de  permutations  ;  il  n'en  est  pas  de  même  dans  l'équation 
du  troisième  degré,  où  l'on  a  toujours  à  résoudre  une  équation  du 
troisième  degré  pour  obtenir  les  combinaisons  relatives  à  trois 
permutations  inséparables -,  mais  par  la  dépendance  semblable  de 
ces  trois  permutations,  qui  font  qu'elles  se  reproduisent  également 
les  unes  par  les  autres,  comme  les  racines  cubiques  de  l'unité,  cette 
équation  n'a  que  la  difficulté  de  l'équation  binôme  du  troisième 
degré.  Dans  le  cas  de  cinq  lettres,  Poinsot  avait  aperçu  que  la  ré- 
solvante du  cent  vingtième  degré,  où  l'on  est  conduit  pour  la  re- 
cherche d'une  fonction  quelconque  des  racines,  n'a  que  la  difficulté 
d'une  équation  particulière  du  sixième  5  mais  celle-ci  a  résisté  à 
tous  les  efforts  des  géomètres.  Poinsot  avait  trouvé,  il  est  vrai,  une 
manière  très-simple  de  la  réduire  au  cinquième  degré  5  mais  cette 
réduction  même  paraît  inutile,  et  le  problème  se  replie  en  quelque 
sorte  sur  lui-même,  sans  qu'on  puisse  voir  s'il  y  aurait  quelque 
avantage  à  cette  transformation. 

Les  fortes  réflexions  de  Poinsot  ne  furent  pas  perdues  cependant. 
Grâce  à  son  idée  du  Pont-Neuf,  la  seconde  édition  de  la  Résolution 
des  équations  numériques,  publiée  par  Lagrange  en  1808,  le  trouva 
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mieux  préparé  que  personne  à  en  sonder  toutes  les  profondeurs. 
Le  compte  rendu  qu'il  en  donna  dans  le  Magasin  encyclopédique 
éclairait  le  texte  du  beau  Livre,  et,  sur  plus  d'un  point  même, 
pénétrait  au  delà .  Lagrange  en  fut  vivement  frappé  ;  il  avait  montré 
plus  clairement  queGaussles  véritables  principes  de  la  belle  théorie 
de  l'équation  binôme,  et  découvert  le  secret  de  sa  profonde  analyse. 
Poinsot,  les  mettant  dans  un  plus  grand  jour  encore,  sans  sortir  en 
apparence  du  cas  particulier,  donne  ouverture  à  une  importante 
généralisation,  et,  sans  entrer  dans  le  détail  des  réductions,  il  en 
dégage  avec  tant  d'art  le  principe,  pèse  chaque  mot  avec  tant  de 
prudence,  que,  trente-cinq  ans  plus  tard,  devant  l'Académie  des 
Sciences,  M.  Liouville,  discutant  l'histoire  de  cette  difficile  et 
fameuse  théorie,  après  avoir  rapporté  la  démonstration  de  Poinsot 
tout  entière,  a  pu  ajouter,  en  s'inclinant  avec  bonne  grâce  devant 
son  illustre  et  vénérable  confrère  :  «  Pour  m'éparguer  la  rédaction, 
que  j'aurais  d'ailleurs  beaucoup  moins  bien  faite,  je  viens  de  co- 
pier le  passage  de  la  Préface  de  M.  Poinsot,  publiée  dès  1808  dans 
le  Magasin  encyclopédique .  M.  Poinsot  avait  spécialement  en  vue 
les  équ.ations  binômes;  mais  le  raisonnement  est  général,  et,  pour 
qui  comprend  bien  cette  théorie,  il  devait  l'être  5  aussi  c'est  le  cas 
de  dire  que  la  démonstration  du  théorème  se  trouvait  d'avance  dans 
l'article  de  M.  Poinsot.  » 

Les  Eléments  de  Statique^  publiés  en  i8o3,  attirèrent  pour  la 
première  fois  l'attention  sur  le  nom  de  Poinsot ,  pour  le  tirer 
immédiatement  hors  du  pair.  L'Ouvrage  fut  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences,  le  29  brumaire  au  xii,  par  Biot,  qui,  déjà  membre  de 
l'Institut,  était  l'introducteur  naturel  de  son  ancien  camarade  \  le 
Livre,  en  effet,  malgré  son  titre  modeste,  pouvait  intéresser  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  instruire  les  plus  habiles  géomètres.  Tout,  en 
effet,  y  était  nouveau  ou  présenté  d'une  manière  nouvelle.  Poullet- 
Delisle,  ancien  camarade  de  Poinsot  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées, 
publiait  aussitôt  dans  le  Magasin  encyclopédique  une  analyse 
détaillée  du  nouvel  Ouvrage  5  le  jugement  qui  le  termine  fait 
honneur  à  sa  perspicacité  :  «  On  ne  tardera  pas,  dit-il,  à  le  dis- 
tinguer de  la  foule,  peut-être  aussi  à  le  faire  sortir  du  rang  où  la 
modestie  de  son  titre  le  place,  m 

Le  Mémoire  sur  la  conservation  des  moments  et  des  aires,  pré- 
senté dans  la  même  année  à  l'Académie  et  adjoint  aux  éditions  sui- 
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vantes  de  la  Statique,  faisait  mieux  encore  ressortir  les  avantages 
de  la  doctrine  nouvelle,  en  montrant  avec  une  entière  évidence  ce 
qui,  dans  un  s^'stème  soumis  aux  actions  réciproques  de  ses  diverses 
parties,  doit  rester  fixe  et  permanent,  quoi  qu'il  arrive,  et  la  raison 
profonde  des  tliéorèmes  algébriquement  équivalents,  antérieu- 
rement découverts  et  déjà  célèbres  dans  la  Science. 

Le  Mémoire  sur  l'éciuiUhre  et  le  mouvement  des  systèmes  suivit 
de  près-,  l'examen  en  fut  renvoyé  à  Lagrange.  Tout,  dans  cette 
OEuvre  nouvelle,  devait  intéresser  l'auteur  de  la  Mécanicjue  analy- 
tique, non  lui  plaire 5  on  y  proposait,  en  elFet,  une  route  directe 
pour  atteindre,  sans  aucun  poslulatum,  le  but  qu'il  s'était  proposé 
dans  son  bel  Ouvrage.  Quel  que  fût  son  esprit  de  justice,  Lagrange 
devait  aborder  un  tel  examen  avec  quelque  prévention  5  c'était  dans 
son  domaine,  en  quelque  sorte,  qu'on  voulait  innover  et  ouvrir  une 
voie  nouvelle.  Le  Mémoire  de  Poinsot  s'imprimait  dans  le  Journal 
de  r École  Polytechnique;  il  en  porta  les  épreuves  à  Lagrange,  qui, 
dans  des  notes  marginales  renvoyées  peu  de  jours  après,  éleva, 
pour  condamuer  la  tentative  nouvelle,  les  objections  les  plus  sub- 
tiles. Un  jugement  motivé  et  tombé  de  si  haut  devait  sembler  sans 
appel j  Poinsot,  sans  se  décourager  et  acceptant  la  discussion  sur 
le  terrain  étroit  où  elle  se  présentait,  répondit  sur  les  marges 
mêmes  à  côté  des  critiques  de  Lagrange-,  sans  multiplier  le  dis- 
cours, il  y  oppose  phrase  à  phrase,  rend  mot  pour  mot  en  quelque 
sorte,  sans  s'écarter  de  la  politesse  due,  mais  sans  aller  au  delà,  et 
en  homme  qui,  attentif  ;à  la  vérité  seule,  ne  prétend  s'incliner  que 
devant  des  arguments  décisifs.  La  réplique  fut  immédiatement  ren- 
voyée, et  le  lendemain  de  bonne  heure,  en  sortant  de  sa  classe, 
Poinsot,  un  peu  ému  peut-être,  se  présentait  chez  l'auteur  de  la 
Mécanique  analytique.  La  conversation  fut  longue,  et  Lagrange,  il 
faut  le  croire,  n'en  conserva  pas  mauvais  souvenir,  car  moins  d'un 
an  après  il  faisait  prier  Poinsot  de  venir  le  voir.  «  J'ai  appris,  lui 
dit-il,  qu'on  allait  créer  des  inspecteurs  généraux  de  l'Université, 
et  j'ai  écrit  aussitôt  à  M.  de  Fontanes  que  vous  deviez  en  être  5  il 
résistera  peut-être,  mais,  s'il  le  faut,  j'irai  trouver  l'Empereur,  qui 
ne  me  refusera  pas.  » 

C'est  ainsi  que  Poinsot  devint,  à  l'âge  de  vingt-neuf  ans,  inspec- 
teur général  de  l'Université.  La  discussion  forte  et  subtile  qui  lui 
valut  la  protection  de  Lagrange  suffirait  pour  donner  un  intérêt 
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véritable  à  l'édition  nouvelle  5  les  critiques  autographes  de  Lagrange 
et  les  réponses  de  Poinsot  existent  à  la  bibliothèque  de  l'Institut^ 
M.  Gauthier-\  illars  ne  manquera  pas  de  les  reproduire. 

Heureux  de  la  position  acquise  par  son  ancien  élève,  le  pro- 
viseur de  Louis-le-Grand  y  vit  un  succès  pour  son  lycée.  «  Je  sa- 
vais bien,  lui  dit-il,  que  tu  nous  ferais  honneur.  »  Poinsot,  charmé 
lui-même  de  l'empressement  de  son  ancien  maître,  se  souvint  aus- 
sitôt qu'une  exclamation  bien  différente  avait  accompagné  leur  der- 
nière entrevue;  il  se  garda  bien  d'en  évoquer  le  souvenir,  mais  il 
aimait  à  le  rappeler  plus  tard,  en  racontant  les  deux  apostrophes 
de  M.  Champagne. 

Le  premier  Rapport  de  Poinsot  sur  l'Université  montre,  en 
même  temps  que  son  zèle,  la  fermeté  de  son  esprit  égale  à  celle  de 
son  style  5  attentif  à  juger  l'œuvre  nouvelle,  il  est  peu  soucieux  de 
la  louer.  Après  une  exacte  information  et  un  sérieux  examen,  il 
veut  dire  toute  la  vérité  sans  ménagement  pour  aucun  système, 
sans  complaisance  pour  aucune  illusion. 

«  On  attend  beaucoup  de  cette  grande  institution,  osait-il  dire 
en  parlant  de  l'Université,  et  il  importe  qu'elle  soutienne  ces  espé- 
rances par  un  esprit  libéral  et  bien  connu;  mais  on  lui  demande 
bien  des  choses  qu'elle  ne  peut  faire  que  d'une  manière  insensible. 
On  est  d'abord  étonné  que  l'état  de  l'enseignement  soit  à  peu  près 
le  même  qu'avant  la  création  de  l'Université,  et  cependant  le  con- 
traire aurait  eu  droit  d'étonner  bien  davantage.  En  effet,  presque 
tous  les  professeurs  et  les  fonctionnaires  sont  encore  les  mêmes; 
l'organisation  nouvelle  les  a  bien  plutôt  agités  que  perfectionnés, 
et  l'instruction  publique,  sous  ce  rapport,  n'a  pu  i^ecevoir  d'amé- 
lioration considérable.  » 

Passant  en  revue  les  diverses  parties  de  l'enseignement,  il  signa- 
lait la  faiblesse  des  études  mathématiques.  «  Une  autre  remarque 
bien  singulière,  parce  qu'elle  j)orte  sur  un  fait  qui  est  loin  de 
l'opinion  commune,  c'est  que  l'enseignement  des  langues  anciennes 
est  meilleur  que  celui  des  Mathématiques  ;  mais  la  raison  en  est 
aussi  simple  que  la  précédente  :  nous  n'avons  guère  que  d'anciens 
professeurs  ;  or,  dans  les  Lettres ,  les  anciens  sont  encore  les  meil- 
leurs ,  mais,  dans  les  Sciences,  ce  sont  les  plus  faibles.  Comme 
l'Ecole  Polytechnique  a  jeté  beaucoup  d'éclat,  et  qu'on  en  a  vu  sortir 
quelques  élèves  pour  entrer  dans  la  carrière  de  l'instruction  pu- 
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blique,  on  a  cru  que  l'enseignement  des  Sciences  exactes  n'avait 
jamais  été  porté  plus  haut  5  mais,  si  l'on  excepte  Paris  et  quelques 
villes  principales,  nulle  part  l'enseignement  n'est  au  niveau  des 
connaissances  actuelles^  je  veux  dire  que  celui  des  lycées  et  des 
collèges  est  trop  faible  pour  y  conduire. 

«  L'enseignement  des  Sciences  physiques  est  encore  inférieur  à 
celui  des  Mathématiques  5  le  petit  nombre  de  ceux  qui  entendent  un 
peu  la  Science  vient  des  anciennes  Ecoles  normales,  qui  n'ont  eu, 
comme  on  sait,  que  quelques  mois  d'existence  j  l'Ecole  Polytech- 
nique n'en  a  pas  fourni  un  seul.  » 

Les  Lettres  et  les  Sciences  doivent  se  prêter  un  mutuel  appui  j 
mais,  pour  se  rencontrer,  elles  ne  doivent  ni  quitter  leur  route,  ni 
sortir  de  leurs  limites.  «  Si  l'enseignement  des  Lettres,  dit  Poinsot, 
est ,  en  général ,  le  meilleur,  il  est  encore  loin  d'être  bon,  et ,  pour 
ne  point  négliger  ici  quelques  détails  importants,  nous  observerons 
que  les  professeurs  ne  s'appliquent  point  assez,  dans  les  premières 
classes  de  grammaire  et  d'humanités,  à  la  décomposition  si  utile  de 
presque  tous  les  mots,  à  la  distinction  continuelle  de  leur  sens 
propre  et  de  leur  sens  figuré  ;  ils  négligent  trop  de  remarquer  ceux 
qui  font  image,  d'expliquer  nettement  la  pensée  de  l'auteur,  de 
dire  à  quoi  il  fait  allusion,  d'ajouter  en  passant  l'historique  néces- 
saire qui  éclaircirait  le  texte  sous  le  rapport  des  choses,  des  temps 
et  des  personnes  ;  on  peut  remarquer  d'ailleurs  que  les  livres  recom- 
mandés pour  chaque  classe  sont  beaucoup  trop  multipliés  :  le  maître 
qui,  dans  l'année,  a  expliqué  le  plus  d'auteurs  croit  être  celui  qui 
a  le  mieux  travaillé  5  tandis  qu'une  seule  page  bien  étudiée,  bien 
éclaircie  jusque  dans  les  plus  petits  détails,  instruit  mieux  qu'un 
volume  de  cette  explication  vulgaire,  où  l'on  se  contente  de  tourner 
en  français  ce  qui  est  en  grec  ou  en  latin.  Plus  on  réfléchit  sur 
l'objet  des  premières  études,  plus  on  se  rend  compte  à  soi-même  de 
la  manière  dont  on  a  pu  s'instruire,  et  plus  on  sent  que  la  meil- 
leure et  la  seule  bonne  étude  est  celle  où  l'esprit  s'exerce  sur  une 
matière  de  peu  d'étendue,  mais  qui  sert  comme  de  fonds  à  une  foule 
d'idées  qu'un  professeur  habile  doit  y  montrer,  et  qu'un  bon  élève 
ne  manc[ue  pas  de  retenir  et  de  s'approprier.  D'ailleui^s  le  nombre 
des  tours  et  des  formes  du  langage  n'est  pas  si  grand  qu'on  pourrait 
le  croire.  Celui  des  idées  mères  est  assez  borné j  après  quelques 
lectures  profondes,  on  ne  voit  plus  que  des  nuances,  et  voilà  com- 
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ment  un  seul  livre  bien  étudié  vous  donne  le  secret  de  tous  les 
autres.  Tirneo  liominem  luiius  libri.  w 

Poinsot  n'omet  pas  les  études  philosophiques  j  elles  n'étaient  pas 
brillantes  en  1808.  «  Quant  à  cette  dernière  étude  qu'on  vient  d'in- 
troduire dans  les  lycées,  il  faut  convenir  qu'elle  est  vague  et  sans 
objet  précis  dans  l'état  actuel  de  la  société  ;  aussi  la  plupart  des  pro- 
fesseurs ne  savent-ils  pas  trop  bien  sur  quoi  doivent  rouler  leurs 
leçons.  Ceux  qui  renouvellent  tout  uniment  l'ancienne  philosophie 
font  véritablement  peine  à  entendre  j  ce  cours  n'est  plus  suppor- 
table; malheureusement  ce  n'est  point  une  année  perdue,  c'est  une 
année  nuisible  à  leurs  études  précédentes  et  à  celles  qui  doivent 
suivre.  » 

L'esprit  mathématique  était,  pour  Poinsot,  l'appui  le  plus  puis- 
sant de  la  raison  humaine.  Comment,  malgré  la  longueur  de  ces 
citations,  refuser  place  au  passage  dans  lequel,  cette  conviction  con- 
duisant sa  plume  en  quelque  sorte  sans  qu'il  puisse  la  retenir,  on 
voit  Poinsot  s'épancher  et  se  révéler  tout  entier,  et  aujourd'hui  en- 
core nous  donner  d'utiles  leçons  ? 

«  Par  les  dispositions  du  règlement  général ,  il  paraîtrait,  dit-il , 
qu'on  a  regardé  l'étude  des  Mathématiques  comme  accessoire,  tan- 
dis que  tout,  autour  de  nous,  exige  qu'elle  soit  considérée  comme 
fondamentale  aussi  bien  que  l'étude  des  langues  anciennes  \  la  Géo- 
métrie est  la  base  de  toutes  les  Sciences,  comme  la  grammaire  et  les 
humanités  la  base  de  toute  littérature.  Cela  est  reconnu  de  tout  le 
monde  5  mais  ce  qui  n'est  pas  moins  démontré  pour  nous,  c'est  que 
les  deux  études  s'éclairent  encore  et  se  fortifient  mutuellement.  Ceux 
qui  ne  voient  dans  les  Mathématiques  que  leur  utilité  d'application 
ordinaire  en  ont  une  idée  bien  imparfaite  ;  ce  serait  en  vérité  ac- 
quérir bien  peu  de  chose  à  grands  frais-,  car,  excepté  les  savants  et 
quelques  artistes,  je  ne  vois  guère  personne  qui  ait  besoin  de  la 
Géométrie  ou  de  l'Algèbre  une  fois  dans  sa  vie.  Ce  ne  sont  donc  ni 
les  théories,  ni  les  procédés,  ni  les  calculs  en  eux-mêmes  qui  sont 
véritablement  utiles,  c'est  leur  admirable  enchaînement,  c'est 
l'exercice  qu'ils  donnent  à  l'esprit,  c'est  la  bonne  et  fine  logique 
qu'ils  y  introduisent  pour  toujours.  Les  Mathématiques  jouissent 
de  ce  privilège  inappréciable  et  sans  lequel  il  serait  le  plus  sou- 
vent superflu  de  les  étudier,  c'est  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 
les    savoir  actuellement    pour    en   ressentir  les    avantages ,    mais 
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qu'il  suffit  de  les  avoir  bien  sues.  Toutes  les  opérations,  toutes 
les  théories  qu'elles  nous  enseignent  peuvent  sortir  de  la  mé- 
moire ,  mais  la  justesse  et  la  force  qu'elles  impriment  à  nos  rai- 
sonnements restent  5  l'esprit  des  Mathématiques  demeure  comme  un 
flaml^eau  qui  nous  guide  au  milieu  de  nos  lectures  et  de  nos  recher- 
ches. C'est  lui  qui,  dissipant  la  foule  oiseuse  des  idées  étrangères, 
nous  découvi^e  si  promptement  l'erreur  et  la  vérité;  c'est  par  là  que 
les  esprits  attentifs,  dans  les  discussions  les  plus  irrégulières,  re- 
viennent sans  cesse  à  l'objet  principal  qu'ils  ne  perdent  jamais  de 
vue 5  c'est  ainsi  qu'ils  abrègent  et  le  temps  et  l'ennui,  recueillent 
sans  peine  le  fruit  précieux  des  bons  Ouvrages,  et  traversent  ces 
vains  et  nombreux  volumes  où  se  perdent  les  esprits  vulgaires.  Si 
les  Mathématiques  ont  trouvé  beaucoup  de  détracteurs,  c'est  que 
leur  lumière  importune  détruisait  tous  les  vains  systèmes  où  se 
complaisent  les  esprits  faux;  c'est  que,  si  les  Mathématiques  ces- 
saient d'être  la  vérité  même,  une  foule  d'Ouvrages  ridicules  devien- 
draient très-sérieux,  plusieurs  même  commenceraient  d'être  su- 
blimes; mais  il  était  bien  naturel  que  les  esprits  supérieurs  et  les 
meilleurs  écrivains  ne  parlassent  des  Sciences  exactes  qu'avec  une 
sorte  d'admiration;  les  grands  hommes,  dans  quelque  genre  que  ce 
soit,  ne  ravalent  jamais  les  grandes  choses,  ils  tâchent  de  s'y  élever.  » 

La  situation  nouvelle  de  Poinsot  favorisa  ses  travaux;  peu  sou- 
cieux d'étudier  les  livres,  il  aimait  à  suivre  ses  propres  idées.  Un 
excellent  Mémoire  sur  la  théorie  des  polyèdres  fut  le  fruit  de  ses 
méditations,  et  la  découverte  de  quatre  nouveaux  polyèdres  régu- 
liers le  plaça  à  un  rang  élevé  dans  l'estime  des  amis  de  la  Géo- 
métrie pure. 

Legendre,  dans  sa  Géométrie,  avait  démontré  qu'il  ne  peut 
exister  que  cinq  polyèdres  réguliers;  la  découverte  de  Poinsot,  in- 
génieusement liée  aux  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des 
équations,  lui  inspira  une  grande  estime  pour  le  jeune  inventeur. 
L'idée  des  polygones  et  des  polyèdres  réguliers  étoiles  fut  tenue 
pour  originale  et  entièrement  neuve  par  les  géomètres  les  plus 
éminents;  une  plus  exacte  recherche  leur  aurait  montré  cependant 
son  origine  très-ancienne  dans  la  Science.  L'érudition  de  M.  Chasles 
a  éclairci  ce  point.  Kepler,  avant  Poinsot,  avait  exposé  et  appro- 
fondi quelques  points  importants  de  la  doctrine  nouvelle  :  «  La 
théorie  fut  combattue,  il  est  vrai,   par  un  auteur  du  xvii*^  siècle, 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  19 

Jean  Broscius,  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Apologia  pro  Aristotele 
et  Euclide  contra  P.  Ramum  et  alios,  Dantzig,  i652.  Elle  n'avait 
rien  à  redouter  d'aucune  attaque,  qui  n'aurait  dû  servir  même 
qu'à  la  propager  et  à  en  répandre  la  connaissance.  Cependant,  par 
un  hasard  singulier,  cet  Ouvrage  de  Broscius  est  peut-être  le  der- 
nier qui  ait  traité  de  ces  polygones,  qui ,  depuis,  sont  tombés  entiè- 
rement dans  l'oubli,  et  qui  n'ont  même  réveillé  aucun  so*uvenir  au 
commencement  de  ce  siècle  quand  M.  Poinsot  les  a  créés  et  remis 
sur  la  scène.  »  Telle  est  la  conclusion  du  récit  dans  lequel 
M.  Cliasles,  en  i836,  restitue  à  Kepler,  dans  l'invention  des  poly- 
gones et  des  polyèdres  étoiles,  une  part  considérable  et  très-légiti- 
mement méritée.  Poinsot  attachait  une  grande  importance  à  une 
découverte  justement  admirée  et  qui  lui  avait  coûté  d'immenses 
elForts  d'attention.  Après  di\o\r\\\.\ Aperçu  historique,  il  alla  cher- 
cher l'Ouvrage  de  Kepler,  vérifia  les  citations  et  l'exactitude  des 
appréciations  j  et,  quand  il  reçut  la  visite  de  M.  Chasles,  il  se  dé- 
clara convaincu.  Jamais,  depuis,  il  n'a  laissé  croire  qu'une  vérité 
désagréable,  dite  simplement,  sans  hostilité  comme  sans  com- 
plaisance, ait  altéré,  même  pour  un  instant,  les  sentiments  d'afiec- 
tueuse  estime  qu'après  comme  avant  la  puljlication  de  son  Livre 
il  lui  a  témoignés  en  toute  circonstance. 

Quand  Poinsot  succéda  à  Lagrange  dans  la  section  de  Géométrie 
de  l'Académie  des  Sciences,  Ampère  et  Cauchy  étaient  ses  concur- 
rents. La  distinction  des  travaux  de  Poinsot,  non  moins  que  la  sa- 
gacité merveilleuse  de  son  esprit,  permettait  de  le  préférer  sans 
injustice;  on  ne  doit  pas  oublier  d'ailleurs  que  Cauchy  sortait  à 
peine  de  l'Ecole  Polytechnique,  et  que,  dans  ses  premiers  et  très- 
beaux  Mémoires ,  nul  ne  pouvait  deviner  cette  fécondité  singulière 
ni  apercevoir  cette  source  de  belles  découvertes  qui,  pendant  cin- 
quante ans,  ne  devait  pas  tarir.  Quant  à  Ampère,  c'est  dix  ans  plus 
tard  qu'il  devait  créer  l'Électrodynainique,  et  ses  travaux  mathé- 
matiques, tout  en  le  classant  parmi  les  géomètres  habiles  de  son 
époque,  ne  pouvaient  révéler,  même  aux  plus  perspicaces,  le  génie 
incomparable  devant  lequel  tous ,  sans  exception,  auraient  dû  plus 
tard  s'incliner. 

Poinsot,  en  entrant  à  l'Académie  des  Sciences,  réunissait  depuis 
quatre  ans  déjà,  aux  fonctions  d'inspecteur  général,  celles  de  pro- 
fesseur à  l'École  Polytechnique.  Il  a  laissé  dans  l'esprit  de  ses  au- 


2. 


20  BULLETIN  DES  SCIENCES 

diteurs  le  souvenir  d'un  maître  inimitable.  Un  de  ses  anciens  élèves, 
excellent  juge,  mais  fort  enclin  à  la  critique,  assistait  un  jour  à  la 
première  leçon  d'un  jeune  professeur  dont  il  voulut  bien  se  montrer 
satisfait.  En  lui  accordant  des  louanges  précieuses  et  fort  rares  dans 
sa  bouche,  il  commença  ainsi  :  «  Je  ne  dirai  pas  que  j'aie  cru  en- 
tendre une  leçon  de  Poinsot.  »  L'enseignement  de  Poinsot,  par  sa 
perfection  même,  était  pour  lui  une  préoccupation  et  une  fatigue  ; 
désireux  bien  souvent  de  se  recueillir  la  veille  d'une  leçon,  il  fermait 
rigoureusement  sa  porte  5  ses  méditations  n'avaient  nullement  pour 
but  quelque  application  ingénieuse,  quelque  généralisation  nouvelle 
ou  quelque  démonstration  simplifiée.  Les  idées  qu'il  roulait  dans  sa 
tète  lui  étaient  dès  longtemps  familières  j  il  ne  voulait  rien  ajouter 
au  fonds-,  mais,  désireux  d'éclairer  et  de  fortifier  l'esprit  bien  plus 
que  de  l'instruire,  il  cherchait,  pour  présenter  la  vive  image  des 
choses,  le  tour  le  plus  aisé,  la  forme  la  plus  saisissante  et  le  plus 
rapide  enchainement.  Il  se  retira  en  1817  et  fut  remplacé  par  Cau- 
chy.  On  peut  difficilement  imaginer  un  contraste  plus  complet. 
Quoique  la  grande  majorité  des  élèves  regrettât  Poinsot,  les  avis 
furent  cependant  partagés.  «  Poinsot  ne  nous  enseignait  rien  », 
disaient  les  admirateurs  du  nouveau  cours,  —  «  Cauchy  les  dégoû- 
tera à  jamais  de  la  Science  »,  disait  Poinsot  lui-même,  qui  ne  ca- 
chait guère  son  opinion,  et  tous  avaient  tort.  Poinsot,  il  est  vrai, 
disait  fort  peu  de  chose  dans  une  leçon,  mais  il  le  disait  si  bien! 
Cauchy,  s'échappant  sans  cesse  hors  des  bornes,  n'était  compris  que 
par  quelques  élèves  d'élite  5  mais  ceux-là  le  trouvaient  admirable, 
et  les  autres  regrettaient,  sans  accuser  leur  maître,  de  ne  pouvoir 
le  suivre  aussi  loin. 

L'inspection  générale  fut  enlevée  à  Poinsot  lors  de  l'avènement 
de  Charles  X;  une  ordonnance  du  22  septembre  1824  l'elfaça  du 
tableau  des  inspecteurs  généraux.  «  On  me  fait  sortir,  écrit-il  dans 
une  lettre  digne  et  modérée,  sans  avertissement,  sans  motif,  sans 
nul  égard,  d'une  place  où  le  fonctionnaire  est  naturellement  regardé 
comme  inamovible  et  d'où  il  ne  devrait  être  exclu  que  par  un 
procès  ou  un  jugement;  je  suis  ainsi  dépouillé  de  mon  titre  et  de 
mes  droits  acquis,  et  blessé  dans  ce  que  j'ai  de  plus  cher.  »  —  «  Ma 
conduite  et  mes  sentiments,  disait-il  avec  une  juste  fierté  dans  la 
même  lettre,  adressée  au  duc  d'Angoulème,  ont  toujours  été  irré- 
prochables, et  ma  vie  est  aussi  innocente  que  mes  Ouvrages.   » 
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Depuis  quatre  ans  déjà,  Poinsot  pouvait  craindre  le  coup  qui  le 
frappait,  sinon  le  prévoir.  En  1820,  après  la  mort  de  DelaniLre,  il 
avait  sollicité  une  place  au  Conseil  royal,  et  la  préférence  accordée 
à  Poisson  l'avait  vivement  froissé^  non-seulement  les  relations  avec 
celui  qui  devenait  son  chef  direct  n'étaient  pas  amicales,  mais  leurs 
communes  études,  loin  de  les  rapprocher,  les  mettaient  en  désaccord 
sur  tous  les  points.  Poinsot  ne  se  montrait  ni  opposant  ni  dévoué 
au  Gouvernement^  sans  cherchera  ménager  la  faveur  de  personne, 
il  louait  volontiers  ce  qui  lui-  semblait  bon,  en  évitant  en  homme  de 
goût,  non  par  esprit  d'hostilité,  d'exprimer  bruyamment  un  en- 
thousiasme qu'il  n'éprouvait  guère.  On  exigeait  davantage  alors, 
mais  Poinsot  voulait  ignorer  l'art  de  s'accommoder  au  changement 
des  temps  et  des  affaires  5  ses  rapports,  toujours  rédigés  dans  le  même 
esprit  de  justice  impartiale,  laissaient  percer  l'ironie  sous  le  bon 
sens.  Le  représentant  des  études  philosophiques  au  Conseil  royal 
de  18 19  fut,  sans  doute,  scandalisé  en  lisant  dans  le  rapport  sur 
l'Académie  de  Besançon  :  a  M.  l'abbé  Astier  professe  une  vieille 
philosophie  de  séminaire  qui  n'est  guère  au  niveau  des  connais- 
sances actuelles.  »  Pourquoi  chercher  davantage?  De  tels  juge- 
ments, produits  à  cette  époque  dans  un  rapport  officiel,  étaient  plus 
redoutables  que  l'inimitié  de  Poisson^  c'est  à  elle  cependant  que 
Poinsot  attribua  sa  disgrâce,  quoiqu'il  se  soit  borné  sans  doute  à 
refuser  l'appui  qu'il  devait  à  un  fonctionnaire  irréprochable,  à  un 
confrère,  à  un  géomètre  éminent,  à  un  ancien  compétiteur,  enfin, 
frappé  contre  toute  justice,  et  qui,  seize  ans  plus  tard,  devait  devenir 
son  successeur. 

Les  travaux  de  Poinsot  sur  la  Dynamique  des  corps  solides  sont 
l'œuvre  capitale  de  son  âge  mùr^  corollaires  de  la  théorie  des  cou- 
ples, ils  confirment  les  vues  de  sa  jeunesse  en  en  prouvant  la  fécon- 
dité. La  Théorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  celle  des  cônes 
roulants  et  la  théorie  de  la  Précession  des  équinoxes  sont  l'exemple 
le  plus  achevé  de  la  manière  de  Poinsot  et,  je  ne  crains  pas  de  l'af- 
firmer, de  la  perfection  de  la  forme  dans  luie  œuvre  mathématique. 
Les  travaux  d'Euler  et  de  Lagrange  avaient  épuisé,  dans  l'opinion 
des  géomètres,  le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  libre  5  la  sim- 
plicité des  équations  ne  laissait  désirer  aucun  progrès  \,  leur  inté- 
gration était  faite  avec  un  succès  complet,  et  donnait  explicitement 
les  formules  définitives  sur  lesquelles  l'Analyse  s'arrêtait  satisfaite. 
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Poinsot  ne  veut  rien  emprunter  à  ces  formules  générales  que  l'on 
vantait  depuis  un  demi-siècle  comme  renfermant  la  science  tout 
entière.  Sans  contester  leur  rigoureuse  exactitude,  il  trouve  leurs 
conséquences  illusoires;  il  ne  craint  pas  de  le  dire  dans  des  termes 
vifs  et  saisissants,  «  Euler  et  d'Alembert,  à  peu  près  dans  le  même 
temps  et  par  des  méthodes  différentes,  ont  les  premiers  résolu  cette 
importante  et  difficile  question  de  la  IMécanique,  et  l'on  sait  que, 
depuis,  l'illustre  Lagrange  a  repris  de  nouveau  ce  fameux  problème 
pour  l'approfondir  et  le  développer  à  sa  manière,  je  veux  dire  par 
une  suite  de  formules  et  de  transformations  analyticjues  qui  pré- 
sentent beaucoup  d'ordre  et  de  symétrie;  mais  il  faut  convenir  que, 
dans  toutes  ces  solutions,  on  ne  voit  guère  que  des  calculs  sans 
aucune  image  nette  de  la  rotation  des  corps.  On  peut  bien,  par  des 
calculs  plus  ou  moins  longs  et  compliqués,  parvenir  à  déterminer 
le  lieu  où  se  trouve  le  corps  au  bout  d'un  temps  donné,  mais  on  ne 
voit  pas  du  tout  comment  le  corps  y  arrive,  on  le  perd  entièrement 
de  vue,  tandis  qu'on  voudrait  l'observer  et  le  suivre,  pour  ainsi  dire, 
des  yeux  pendant  tout  le  cours  de  sa  rotation;  or  c'est  cette  idée 
claire  du  mouvement  de  rotation  que  j'ai  tàclié  de  découvrir, 
afin  de  mettre  sous  les  yeux  ce  que  personne  ne  s'était  représenté.  » 

Poinsot  avait  prévu  des  contradictions  :  «  Il  est  bien  clair,  dit-il, 
que  rien  ne  serait  plus  aisé  que  de  retrouver  nos  idées  dans  les  ex- 
pressions analytiques  d'Euler  et  de  Lagrange,  et  même  de  les  en 
dégager  avec  un  air  de  facilité  qui  ferait  croire  que  ces  formules 
devaient  les  produire  spontanément.  Cependant,  comme  ces  idées 
ont  échappé  jusqu'ici  à  tant  de  géomètres,  qui  ont  transformé  ces 
formules  de  tant  de  manières,  il  faut  convenir  que  celte  analyse  ne 
les  donnait  point,  puisque,  pour  les  y  voir,  il  aura  fallu  attendre 
qu'un  autre  y  parvienne  par  une  voie  fort  différente.   « 

Des  contradicteurs  très-convaincus,  insensibles  à  la  perfection  de 
ce  petit  chef-d'oeuvre,  affectèrent  de  n'y  voir  aucun  progrès  solide 
et  sérieux,  et  lui  ont  même  refusé  le  mérite  de  la  difficulté  vaincue. 
Poinsot,  pour  toute  réponse,  continua  ses  travaux,  et,  passant  aux 
applications,  donna  d'abord,  dans  sa  théorie  des  cônes  x^oulants,  une 
image  géométrique  de  la  précession  des  équinoxes  rigoureusement 
obtenue  par  des  forces  nettement  définies  et  dégagées  de  toutes  les 
perturbations  qui  en  altèrent  la  pureté,  et  qui  étaient,  aux  yeux  de 
Poinsot,  des  accidents  étrangers  à  l'essence  du  phénomène.  Il  aborda 
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enfin  le  problème  de  la  Mécanique  céleste,  et  voulut  conduire  son 
étude  jusqu'aux  calculs  numériques,  sans  s'écarter  jamais  de  la  sim- 
plicité qu'il  aimait  et  de  la  rigueur  absolue,  sans  laquelle  il  n'était  pas 
de  Géométrie  à  ses  yeux.  Pour  traiter  matliéznatiquement  des  corps 
solides,  il  fallait  tout  d'abord,  suivant  lui,  qu'on  voulût  bien  en  ac- 
cepter une  définition  mathématique.  «  Ma  canne,  disait-il  souvent, 
n'est  pas  un  corps  solide  5  non-seulement  elle  peut  rompre,  mais 
elle  plie,  ce  qui  est  cent  fois  pis.  Deux  molécules  d'un  corps  solide 
sont  placées  par  la  rigidité  à  tiistance  invariable  l'une  de  l'autre  ; 
nulle  force  n'est  capable  de  les  écarter  ou  de  les  rapprocher,  nulle 
influence  ne  peut  les  faire  vibrer.  Les  corps  élastiques  ou  ductiles 
ne  sont  pas  des  solides-,  leur  définition  grossière  ne  peut  s'exprimer 
par  des  équations  5  elle  est  incompatible  avec  la  pureté  géométrique. 
Le  vrai  géomètre  doit  s'établir  solidement  sur  un  terrain  inébran- 
lable et  ne  pas  heurter  ses  instruments  délicats  à  une  réalité  confuse 
et  mal  définie,  qui  se  dérobe  et  se  dissipe  quand  on  veut  la  serrer  de 
près.   » 

Telle  est  la  voie  absolument  exclusive  dont  Poinsot  n'a  jamais 
voulu  sortir  5  lui  seul  peut-être  pouvait  dire  aux  savants  les  plus 
illustres  de  son  époque  :  a  Je  vous  ignore  »,  et  marcher  auprès  d'eux 
en  restant  leur  égal.  Il  a  vu  naître  les  plus  grandes  découvertes  du 
siècle  et  les  a  tenues  dans  l'indifférence;  ni  la  théorie  de  ondes  lu- 
mineuses, ni  celle  de  la  polarisation,  ni  l'électricité  dynamique,  ni 
la  théorie  mathématique  de  la  chaleur,  ni  celle  de  l'élasticité,  ni  les 
propriétés  des  fonctions  imaginaires  et  des  fonctions  doublement 
périodiques  n'ont  pu,  même  pour  un  jour,  captiver  son  attention. 
Curieux  de  la  théorie  des  corps  solides,  il  la  séparait  entièrement 
de  celle  des  corps  élastiques;  ni  Navier,  ni  Poisson,  ni  Cauchy,  ni 
Lamé,  pour  lequel  il  eut  toujours  une  si  haute  estime,  n'ont  réussi 
à  lui  faire  discuter  leurs  pi^ncipes.  «  Ils  parlent  de  pressions  obli- 
ques, disait-il  avec  répugnance  ;  cela  n'est  pas  pur,  une  pression  est 
toujours  normale  »  ;  et,  éloignant  de  son  esprit  cette  image  et  cette 
locution  importunes,  il  reposait  aussitôt  sa  vue  sur  les  corps  abstrai- 
tement, c'est-à-dire  absolument  rigides,  et  terminés  par  des  surfaces 
géométriques  d'un  poli  tellement  parfait,  qu'on  ne  doit  pas  même 
en  parler.  Un  poli  imparfait,  une  surface  rugueuse,  qu'entendez- 
vous  par  là,  je  vous  prie,  en  tant  que  géomètres? 

On  aurait  tort  de  conclure  que  Poinsot,  en  quittant  la  carrière  des 
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Ponts  et  Cliaussées,  s'était  rendu  justice,  et  que  son  esprit,  désarmé 
en  présence  de  la  réalité,  était  impropre  aux  travaux  d'ingénieur. 
Plus  d'un  ancien  camarade  lui  a  demandé  conseil  ^  plus  d'un  a  re- 
gretté de  n'avoir  pas  écouté  ses  avertissements.  Poinsot  n'ignorait 
nullement  les  qualités  physiques  des  corps,  il  n'aurait  pour  beau- 
coup rien  voulu  y  changer,  et,  s'il  les  excluait  de  la  Géométrie,  c'est 
qu'il  n'était  géomètre  qu'à  ses  heures. 

Les  écrits  de  Poinsot  deviendront-ils,  resteront-ils  classiques? 
Pourra-t-on,  devra-t-on  leur  demander  à  jamais  des  règles  et  des 
exemples  en  les  imposant  pour  guides  et  les  oflrant  pour  modèles  a 
tous?  Je  n'oserais  l'affirmer 5  la  science,  en  s'accroissant,  pourra 
s'éloigner  par  des  voies  imprévues  et  nouvelles  du  cercle  restreint 
dont  Poinsot  avait  fait  son  domaine  5  mais  les  esprits  subtils  et  cu- 
rieux y  trouveront  à  jamais,  cjuoi  qu'il  arrive,  quelques-uns  de  ces 
rares  mérites  de  solidité  élégante  qui  font  les  écrits  immortels.  Et 
si,  dans  un  lointain  avenir,  cjuelque  lecteur  judicieux  et  délicat,  les 
rencontrant  à  l'improviste,  cherche,  tout  en  les  admirant,  à  deviner 
en  quel  siècle  ils  ont  pris  naissance,  il  aura  peine  à  supposer  que 
les  Eléments  de  Statique,  la  Théorie  nouvelle  de  la  j'otation  et  le 
Mémoire  sur  la  précession  des  équinoxes,  soient  écrits  par  un  con- 
temporain de  Lagrange,  de  Laplace  et  de  Caucliy.  Très-éloigné  de 
subir  l'influence  de  son  époque,  Poinsot  n'a  pris  modèle,  en  effet, 
sur  aucun  maître,  n'a  été  imité  par  aucun  disciple  5  sa  manière  ne 
saurait  aj)partenir  ni  à  un  siècle  ni  à  une  école  :  elle  est  individuelle 
comme  celle  de  Pascal,  à  laquelle  elle  ressemble  plus  qu'à  aucune 
autre,  parce  que  peut-être,  en  différant,  sur  plus  d'un  point,  de 
l'auteur  des  Pensées,  Poinsot,  de  même  c|ue  Pascal,  était  un  délicat 
et  vigoureux  esprit  plus  encore  qu'un  grand  géomètre. 

J.  Bertrand. 


MÉRAY  (Ch.),  ancien  élève  de  l'École  Normale,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Dijon.  —  Nouveau  Précis  d'Analyse  infinitésimale.  —  Paris, 
F.  Savy,  libraire-éditeur,  24,  rue  Hautefeuille;  1872. 

L'Ouvrage  que  vient  de  publier  M.  Méray  est  la  solution  élé- 
gante d'une  question  que  Lagrange  s'était  proposé  de  résoudre. 
M.  Méray  a  entrepris  la  tâche  difficile  d'exposer  les  principes  de 
l'Analyse  infinitésimale  en  prenant  pour  base  le  développement  des 
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fonctions  par  la  formule  de  Taylor.  Comme  nous  n'avons  qu'un 
seul  reproche  à  adresser  à  l'auteur,  qu'il  veuille  bien  nous  permettre 
de  le  formuler  en  commençant. 

Le  titre  de  l'Ouvrage  dont  nous  allons  faire  l'analyse  semblerait 
impliquer  de  la  part  de  M.  Méray  l'intention  d'en  faire  la  base  de 
l'enseignement  du  Calcul  infinitésimal  :  c'est  ce  qu'il  nous  est  im- 
possible d'admettre.  Il  est  bien  évident  qu'en  toute  rigueur  les 
principes  les  plus  élémentaire^s  de  l'Arithmétique,  de  l'Algèbre  et 
de  la  Géométrie  suffisent  pour  démontrer  toutes  les  propositions 
contenues  dans  le  JYoïweau  Précis  ;  mais  les  méthodes  employées 
dans  cet  Ouvrage  sont  tellement  subtiles,  tellement  délicates  , 
qu'elles  ne  sauraient  être  bien  comprises  que  par  des  personnes 
déjà  familiarisées  avec  les  spéculations  de  la  haute  Analyse. 

Pour  former  de  bons  élèves,  il  ne  suffit  pas  de  leur  enseigner  des 
faits  à  l'aide  de  méthodes  rigoureuses,  il  ne  suffit  pas  de  leur  pré- 
senter des  idées  dans  un  ordre  logique,  il  faut  encore  procéder  du 
simple  au  composé,  ne  pas  fatiguer  constamment  leur  attention,  et 
ne  pas  rompre  trop  brusquement  avec  des  habitudes  consacrées  par 
une  longue  expérience. 

Bien  que  nous  entrions  dans  une  période  où  l'enseignement  du 
Calcul  infinitésimal  subira  certainement  d'heureuses  modifications, 
nous  pensons  que  dans  les  Sciences,  comme  dans  la  politique,  les 
transformations  lentes  sont  les  plus  sures,  et  renverser  tout  d'un 
coup,  comme  le  voudrait  iM.  Méray,  un  édifice  qui  est  l'œuvre  de 
plus  de  deux  siècles,  nous  parait  une  entreprise  trop  gigantesqiie 
pour  que  nous  osions  le  suivre  dans  la  voie  où  il  semble  s'être  en- 
gagé ;  ce  n'est  donc  pas  l'éloge  d'un  Précis  d' u4naljse  que  nous 
allons  faire,  mais  celui  d'un  excellent  Mémoire  sur  la  théorie  des 
fonctions . 

M.  Méray  définit  les  dérivées  successives  d'une  fonction  d'une  ou 
plusieurs  variables  connue  le  voulaient  Lagrange  et  Arbogast,  le 
premier  dans  sa  Théorie  des  fonctions  analytiques,  le  second  dans 
sa  Théorie  des  dérii>atioJis ;  on  connaît  les  objections  que  ces  Ou- 
vrages ont  soulevées,  nous  n'avons  pas  besoin  de  les  rappeler  ici. 
M.  Méray  évite  tout  d'abord  ces  objections  en  ne  considérant  que 
des  fonctions  holotropes  ('),  c'est-à-dire  développables,  et  il  fait  ob- 

(')  Comme  il  s'agit  d'un  mot  nouveau,  nous  croyons  qu'il  serait  fâcheux  de  laisser 
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server  que  de  telles  fonctions  existent  j  en  effet,  après  avoir  cité  les 
fonctions  entières  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  il  étudie  les  con- 
ditions de  convergence  et  de  continuité  des  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

M.  Méray  montre  ensuite  comment  s'engendrent  les  fonctions 
liolotropes,  et  il  démontre  comment,  dans  certains  cas,  les  séries 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  liolotropes  peuvent  engendrer  à 
leur  tour  de  nouvelles  fonctions  liolotropes  5  mais  le  théorème  qu'il 
énonce  comporte,  ainsi  qu'on  l'a  prouvé,  une  plus  grande  généra- 
lité, qu'il  aurait,  du  reste,  été  difficile  démettre  en  lumière  à  l'aide 
des  seuls  principes  sur  lesquels  s'appuie  l'auteur. 

Toutes  les  théories  exposées  jusqu'ici  sont  fondées  exclusive- 
ment sur  l'emploi  des  symboles  imaginaires,  qui  sont  momentané- 
ment laissés  de  côté  dans  l'exposition  de  la  théorie  des  maxima  et 
des  minima.  M.  Méray  passe  ensuite  à  l'étude  des  fonctions  qu  il 
appelle  quasi  holotropes,  et  dont  les  inverses  sont  liolotropes.  Ces 
propriétés  sont,  comme  on  devait  s'y  attendre,  celles  des  fonc- 
tions monodromes  et  monogènes  de  Cauchy. 

C'est  à  partir  de  ce  moment  qu'apparaissent  les  théories  les  plus 
remarquables  de  l'Analyse  de  M.  Méray;  mettant  habilement  à 
profit  les  travaux  de  Cauchy  sur  l'existence  d'un  système  d'inté- 
grales relatives  à  des  équations  simultanées  du  premier  ordre,  et 
les  travaux  plus  récents  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  il  démontre  que, 
lorsque  certaines  conditions  d'intégrabilité  se  trouvent  satisfaites,  un 
système  d'équations  simultanées  du  premier  ordre  et  aux  diffé- 
rences partielles  admet  toujours  une  solution  hoiotrope-,  son  théo- 
rème, soumis  à  quelques  restrictions,  comprend,  comme  cas  parti- 
culiers, les  théorèmes  fondamentaux  de  toutes  les  branches  du  Cal- 
cul intégral. 

M.  ]Méray  étudie  ensuite  les  différentes  manières  dont  s'engen- 
drent les  fonctions  implicites,  et  il  démontre  la  continuité  et  l'iiolo- 
tropie  des  fonctions  qui  sont  solutions  d'équations  dont  les  premiers 
membres  sont  eux-mêmes  des  fonctions  liolotropes  \  c'est  alors  seule- 
ment qu'il  enseigne  la  manière  de  différentier  les  fonctions  impli- 


une  incorrection  {jrammaticale  s'acclimater  dans  le  langage  scientifique,  et  nous  nous 
permettons  de  rétablir  l'orthographe  conforme  à  l'ctymologie  (oxoc,  avec  Yesprit  rude, 
à'oix  holocauste,  holographe,  etc.).  {Note  de  la  Rédaction.) 
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cites.  C'est  là,  il  nous  seniLle,  un  point  de  doctrine  sur  lequel  on 
glisse  trop  facilement  dans  les  Traités  d'Analyse,  et  sur  lequel 
M.  O.  Bonnet  avait  déjà  attiré  l'attention  des  géomètres. 

M.  Méray  donne  peut-être  un  peu  tard  la  définition  des  fonctions 
périodiques  simples  ;  il  définit  les  fonctions  trigonométriques  à 
l'aide  de  leurs  développements  connus  en  série,  et  démontre  très- 
simplement  l'existence  d'une  période  ;  mais  il  n'enseigne  pas  le 
moyen  d'éviter  les  considérations  géométriques,  qui  rendent  leur 
emploi  si  précieux  et  si  fécond  dans  les  applications.  Ce  n'est  pas 
un  reproche  que  nous  lui  adressons,  puisqu'il  n'est  pas  question 
dans  son  Ouvrage  de  considérations  géométriques. 

Le  reste  du  Traité  est  consacré  à  l'étude  des  théories  fondamen- 
tales du  Calcul  intégral  j  on  y  rencontre  en  particulier  une  théorie 
des  multiplicateurs  intégrants  et  des  solutions  singulières ,  une 
théorie  très-succincte  des  intégrales  définies  et  Jle  commencement 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  en  commençant,  nous  considérons 
l'Ouvrage  de  M.  Méray  non  pas  comme  un  Précis  d' Analyse,  mais 
comme  un  Mémoire  sur  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  A  ce 
point  de  vue,  le  travail,  dont  nous  venons  de  donner  une  analyse 
trop  succincte,  se  fait  surtout  remarquer  par  la  rigueur  et  par  l'élé- 
gance des  démonstrations  :  un  grand  nombre  d'entre  elles  sont  tout 
à  fait  nouvelles. 

En  nous  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  nous  regrettons  que 
M.  Méray  n'ait  pas  employé  le  raol  fonction  dans  une  accejDtion 
plus  générale.  Que  deviennent,  en  adoptant  sa  méthode,  les  fonc- 
tions définies  par  les  phénomènes  physiques,  les  fonctions  définies 
par  des  intégrales  contenant  un  paramètre  variable,  les  séries  de 
Fourier,  etc.  ?  M.  Méray,  en  restreignant  ainsi  le  sens  que  l'on 
attache  au  xaol  fonction,  simplifie  beaucoup  l'Analyse,  mais  il  en 
réduit  forcément  la  généralité. 

On  sait,  par  exemple,  qu'iuie  intégrale  définie  peut  être  dilfé- 
rentiée  par  rapport  à  un  paramètre  variable,  lorsque  la  quantité 
placée  sous  le  signe  d'intégration  est,  ainsi  que  sa  dérivée  première, 
finie  et  continue  tout  le  long  du  contour  d'intégration  supposé  fini, 
et  que,  de  plus,  la  dérivée  seconde  de  cette  même  quantité  existe  et 
reste  finie  ^  ces  conditions  sont,  du  reste,  nécessaires  pour  que  la 
diiférentiation  puisse  être  effectuée  a  pjiori.  La  démonstration  que 
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M.  Méray  donne  de  la  règle  de  la  diflerentiation  sous  le  signe  J 
restreint  considérablement  la  généralité  de  cette  proposition,  et  par 
là  il  prive  les  Mathématiques  appliquées  d'un  instrument  précieux, 
pour  ne  pas  dire  indispensable. 

Le  Précis  de  M.  Méray,  en  résumé,  est  écrit  par  une  main  de 
maître  ^  et  si  nous  avons  hasardé  quelques  critiques,  c'est  pour 
prévenir  les  élèves  que,  avant  d'aborder  la  lecture  d'un  Ouvrage 
aussi  profond,  ils  devront  d'abord  s'assimiler  avec  soin  les  ma- 
tières enseignées  dans  les  Cours  d'Analyse  généralement  professés 
dans  les  Facultés.  H.  Laurent. 


SALETA  (F.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  —  Exposé  sommaire  de  l'idée 
d'espace  au  point  de  vue  positif  ,  ou  Remarques  sur  les  piincipes  de  la 
Géométrie,  et  notamment  sur  le  Postulatum  cFEuclide.  —  Paris,  Dunod,  1872, 
In-S"  (32  p.). 

Dans  cet  Opuscule,  extrait  d'un  travail  étendu  sur  l'idée  d'espace, 
l'auteur  étudie  les  axiomes  de  la  Géométrie,  et  en  particulier  le 
Postulatum  d'Euclide,  en  les  considérant  principalement  comme 
des  définitions.  Sans  avoir  eu,  ainsi  qu'il  le  déclare,  aucune  con- 
naissance des  nombreux  travaux  déjà  publiés  sur  ce  sujet,  il  est 
arrivé  par  lui-même  à  des  conclusions  analogues  à  celles  des  géo- 
mètres qui,  depuis  Gauss,  se  sont  occupés  des  problèmes  abstraits 
de  la  Géométrie  philosophique. 

Bien  que,  par  suite  de  cette  circonstance,  on  ne  puisse  signaler 
dans  le  Résumé  de  M.  Saleta  aucun  résultat  réellement  nouveau,  la 
compétence  incontestable  de  l'auteur  nous  fait  espérer  qu'il  ne  tar- 
dera pas  à  publier  son  travail  développé,  lequel  renfermera  sans 
doute  des  données  précieuses,  notamment  sous  le  point  de  vue  ana- 
lytique. Nous  nous  permettons  de  lui  recommander  de  comparer  ses 
méthodes  avec  celles  de  Riemann,  de  Helmholtz  et  de  Beltrami. 


TURAZZA  (D.),  prof,  ail'  Università  di  Padova.  —  Elementi  di  Statica;  Parte 
prima  :  La  Statica  dei  sistemi  rigidi.  —  Padova,  Sacchetto,  1872^  in-S". 

Cet  Ouvrage  du  savant  professeur  de  Padoue  est  consacré  à  l'ex- 
position sommaire,  quoique  rigoureuse  et  systématique,  de  la  Sta- 
tique  abstraite,  telle  qu'on  doit  la  concevoir  après  les  mémora- 
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blés  travaux  des  géomètres  de  notre  siècle,  notamment  de  Poinsot, 
de  Môbius  et  de  M.  Chasles,  L'œuvre  de  ces  puissants  esprits  a  eu 
cela  de  particulièrement  lieureux,  qu'elle  a  renouvelé  cette  branche 
des  Mathématiques  sans  lui  faire  quitter  le  terrain  des  éléments,  et 
qu'elle  a  contribué  par  là,  non-seulement  au  progrès  de  la  Science, 
mais  aussi,  et  immédiatement,  à  celui  de  la  méthode  et  de  l'ensei- 
gnement. 

Le  Livre  de  M.  Turazza  a  été  rédigé  plus  spécialement  en  vue  de 
ce  dernier  objet;  mais,  comme  1  auteur  le  fait  remarquer  lui-même 
dans  sa  Préface,  il  va  au  delà  du  cadre  malheureusement  trop  res- 
treint des  Cours  ordinaires,  et  comprend  à  peu  près  tout  ce  qui 
semble  véritablement  digne  de  passer  définitivement  dans  ce  Code 
fondamental  de  la  Science.  jNous  ne  pouvons  que  l'en  louer.  On  n'a 
eu  qu'assez  à  déplorer  l'abaissement  du  niveau  général  des  études, 
par  suite  du  caractère  par  trop  technique  imprimé  depuis  quelque 
temps  aux  Cours  scientifiques  des  jeunes  gens  qui  se  vouent  aux 
professions  industrielles;  et  l'on  n'a  eu  que  trop  souvent  l'occasion 
de  répéter,  au  sujet  de  beaucoup  de  livres  de  texte  très-goùtés  des 
candidats,  ce  regret  bien  connu  du  plus  spirituel  des  poètes  : 

Le  superflu,  chose  si  nécessaire. 

La  première  Partie  du  Traité  de  M.  Turazza,  celle  qui  vient 
d'être  publiée,  est  subdivisée  en  deux  Livres.  Le  premier  (p.  1-86) 
traite  de  la  réduction  générale  des  forces  appliquées  à  un  système 
rigide;  le  second  (p.  87-107),  des  conditions  d'équilibre  d'un  tel 
système. 

L'auteur  établit  la  mesure  des  forces  sur  la  considération  de  leur 
équilibre  purement  statique,  et  ne  fait  pas  mention  d'autre  chose; 
car  il  ne  croit  pas  qu'il  soit  nécessaire,  pour  la  Statique,  de  rien 
savoir  quant  aux  effets  qu'elles  tendent  à  produire.  On  pourrait 
objecter,  à  la  vérité,  que  le  raisonnement  par  lequel  il  établit 
(n°  12)  l'existence  nécessaire  d'un  groupe  de  trois  forces  se  faisant 
mutuellement  équilibre  sur  un  point  suppose,  jusqu'à  un  certain 
degré,  la  connaissance  du  mouvement  et  de  l'effet  dynamique  des 
forces;  mais  quoique  l'existence  de  ce  groupe  soit  très-essentielle 
pour  l'auteur,  car  elle  lui  sert  de  point  de  départ  pour  la  théorie  de 
certains  systèmes  de  forces  qu'il  appelle  équilibrants  (c'est-à-dire 
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des  systèmes  qui,  ajoutés  à  un  système  donné,  produisent  l'équi- 
libre) et  qui  interviennent  constamment  dans  ses  démonstrations, 
nous  n'insisterons  pas  sur  une  question  à  laquelle  nous  croyons  que 
l'on  a  donné  souvent  une  importance  exagérée.  Il  nous  semble,  en 
effet,  que  le  côté  vraiment  pratique  de  cette  question,  conçue  dans 
le  sens  le  plus  général,  a  été  résumé  avec  un  admirable  bon  sens 
par  Lamé,  lorsqu'il  a  dit  :  «  ...  Que  l'on  débute  par  exposer  la  Sta- 
tique pour  s'élever  ensuite  à  la  Dynamique,  ou  que  l'on  parte  des 
notions  du  mouvement  pour  arriver  aux  lois  de  l'équilibre,  ces  deux 
marches  inverses  sont  équivalentes,  pourvu  que  l'on  parcoure  avec 
soin  toute  la  carrière,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sans  négliger 
la  fin  plus  que  le  commencement  ».  [Leçons  sur  la  théorie  mathé- 
matique  de  V Elasticité^  p.  1 4  de  la  nouv.  édit.) 

Les  trois  premiers  Chapitres  du  Livre  P*"  comprennent  les  théo- 
ries classiques  de  la  composition  des  forces  concourantes,  des  forces 
parallèles  et  des  couples;  théories  dont  l'exposition  se  distingue 
par  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté.  L'auteur  a  adopté  la  dénomina- 
tion de  giratore ,  proposée  par  M.  Bellavitis ,  pour  désigner  la 
droite  finie  qui  représente  un  couple  et  qu'on  appelle  ordinaire- 
ment l'axe  de  ce  couple.  Nous  doutons  beaucoup  que  cette  dénomi- 
nation soit  accueillie  par  tout  le  monde  \  outre  qu'elle  paraît  assez 
déplacée  dans  un  Livre  qui  ne  veut  rien  emprunter  au  dictionnaire 
de  la  Dynamique,  elle  aura  le  grave  inconvénient  d'associer  en 
quelque  sorte,  dans  l'esprit  des  élèves,  l'idée  d'un  couple  de  forces 
avec  celle  d'un  effort  giratoire  autour  du  giratore,  ce  qui  n'est 
pas  exact,  en  général.  Le  premier  article  du  Chapitre  IV  traite  de 
la  réduction  d'un  nombre  quelconque  de  forces  à  une  force  et  à  un 
couple,  du  couple  minimum  et  de  l'axe  central.  Le  deuxième  ar- 
ticle est  consacré  au  problème  de  la  réduction  du  même  système  à 
deux  forces  seulement,  ce  qui  donne  lieu,  comme  on  sait,  à  la  con- 
ception très-intéressante  des  droites  réciproques.  M.  Turazza  ex- 
pose cette  théorie  avec  beaucoup  de  détail,  dans  le  deuxième  et  le 
troisième  article  du  Chapitre  IV,  sans  oublier  de  faire  une  place 
honorable,  pour  la  première  fois  peut-être  dans  un  Ouvrage  didac- 
tique, à  la  considération  des  cubiques  gauches,  qui,  comme  on  sait, 
jouent  un  rôle  très-important  dans  toute  cette  théorie,  de  même  que 
dans  celle,  tout  à  fait  semblable,  du  mouvement  géométrique  d'un 
système  de  forme  invariable.  L'auteur  a  suivi,  dans  cette  partie  de 
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son  travail,  la  voie  géométrique  pure,  qu'il  croit  être  la  meilleure 
dans  l'enseignement  (fOi/'  sa  Préface).  Sans  vouloir  entrer  à  présent 
dans  cette  question  épineuse,  nous  ne  pouvons  pas  dissimuler  cepen- 
dant que  ce  choix,  en  cette  circonstance,  a  eu  une  conséquence  qui 
nous  parait  fâcheuse  :  c'est  que,  dans  l'article  4  du  Chapitre  IV,  qui 
est  consacré  à  la  déduction  des  formules  analytiques  ayant  trait 
aux  réductions  opérées  dans  les  articles  précédents,  on  n'en  trouve 
qu'un  recueil  très-mince  5  et,  en  effet,  pour  en  compléter  le  tableau, 
il  aurait  fallu  reproduire,  par  la  Géométrie  analytique,  une  suite  de 
démonstrations  qui  auraient  fait  double  emploi  avec  celles  tirées 
de  la  Géométrie  pure.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'on  y  cherche 
inutilement  les  formules  générales  exprimant  la  connexion  mu- 
tuelle des  droites  réciproques,  et  beaucoup  d'autres,  qui  auraient 
grandement  aidé  l'élève  studieux  à  mieux  saisir,  en  les  développant 
par  l'Analyse,  les  belles  propriétés  dont  il  vient  de  suivre  l'exposé 
rapide  par  la  Géométrie.  Ce  n'est  pas  que  nous  attachions  trop  d'im- 
portance aux  formules  algébriques;  mais  puisqu'on  a  cru,  et  à 
bon  droit,  qu'il  ne  fallait  pas  s'en  passer  tout  à  fait,  il  aurait  peut- 
être  mieux  valu  adopter  une  marche  mixte,  en  faisant  ressortir 
en  même  temps  des  démonstrations  les  énoncés  et  les  formules. 
L'exposition  se  serait  ainsi  rapprochée  de  celle  qu'avait  adoptée 
M.  Brioschi  dans  l'élégante  brochure  de  iSjq,  tout  en  élargissant  le 
cadre  sur  plusieurs  points.  INous  croyons  que  cette  manière  de  voir 
est  d'autant  plus  justifiable,  qu'il  s'est  formé  depuis  quelque  temps 
une  nouvelle  branche,  en  quelque  sorte  indépendante,  de  la  Méca- 
nique, la  Statique  graphique,  qui  tire  presque  tout  son  fond  de  la 
Géométrie  pure,  dont  elle  est  même  une  des  applications  les  plus 
heureuses;  il  parait  bien  convenable  de  réserver  pour  celle-ci 
l'emploi  exclusif  des  procédés  géométriques,  en  maintenant  la  Mé- 
canique ordinaire  dans  les  voies  de  l'Analyse,  dont  elle  forme  à  peu 
près  la  seule  application  sérieuse  pour  ceux  qui  étudient  les  Ma- 
thématiques en  vue  des  professions  industrielles . 

Enfin  le  Chapitre  V  du  Livre  1"  comprend  la  théorie  des  sys- 
tèmes variés,  qui  a  été  introduite  en  France  par  la  dixième 
Leçon  de  la  Statique  de  M.  Moigno.  Ici  cependant  le  développe- 
ment des  formules  analytiques  est  rendu  plus  élégant  et  plus  simple 
par  l'usage  des  déterminants  et  des  foi^mules  connues  à  l'aide  des- 
quelles on  exprime  les  neuf  cosinus  des  inclinaisons  mutuelles  de 
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deux  systèmes  d'axes  orthogonaux  en  fonctions  rationnelles  de  trois 
paramètres  indépendants.  Peut-être  doit-on  regretter  que  ces  der- 
nières formules  aient  été  données  sans  démonstration  ^  d'abord 
parce  qu'elles  sont  loin  d'être  aussi  connues  qu'elles  mériteraient  de 
l'être,  et  ensuite  à  cause  de  leur  remarquable  interprétation  géo- 
métrique, qui  répond  d'ailleurs  à  un  théorème  qu'on  pourrait  uti- 
lement invoquer  dans  la  question  même  des  systèmes  variés,  et  qui 
en  faciliterait  la  conception. 

Le  deuxième  Livre,  moins  étendu  que  le  premier,  comprend, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  l'application  des  théories  précédentes 
à  la  recherche  des  conditions  d'équilibre,  soit  pour  le  cas  que  l'on 
considère  déjà  dans  la  plupart  des  Traités  classiques,  soit  pour  le 
cas  des  systèmes  astatiques. 

En  résumé,  M.  Turazza  a  rendu  un  service  considérable  à  l'en- 
seignement de  la  Mécanique  en  essayant  de  mettre  à  la  portée  des 
commençants  les  nouvelles  doctrines  de  Statique  rationnelle,  sous 
une  forme  simple  et  attrayante,  et  l'on  ne  peut  que  le  presser  de  pu- 
blier au  plus  tôt  la  deuxième  Partie  de  son  Traité,  qui  sera  évidem- 
ment consacrée  à  la  Statique  des  systèmes  variables.  C'est  un  sujet 
qui,  excepté  le  cas  des  systèmes  tilaires,  n'a  été  qu'effleuré  jus- 
qu'ici, du  moins  dans  les  Traités  didactiques,  et  qui  n'aura  certai- 
nement qu'à  gagner  en  passant  par  les  mains  de  l'habile  professeur, 
dont  le  talent  d'exposition  est  justement  apprécié  de  tous. 

Nous  ne  voulons  pas  quitter  M.  Turazza  sans  rappeler  aux  lec- 
teurs français  le  Traité  élémentaire  du  mouvement  des  corps  J^i- 
gides  qu'A  a.  àé'^k  publié  en  1868,  et  qui  mérite  d'être  remarqué  à 
plus  d'un  titre.  On  y  trouve  plusieurs  développements  nouveaux 
qui  appartiennent  en  propre  à  l'auteur,  ainsi  que  l'exposition  de 
quelques  résultats  récents  qui  n'ont  pas  encore  pris  place  dans  la 
plupart  des  Traités  connus  (par  exemple  la  solution  donnée  par 
Jacobi  du  problème  de  la  rotation  des  corps,  et  les  ingénieuses 
considérations  de  M.  Sylvester  sur  ce  même  sujet).  On  comprend 
par  là  que  M.  Turazza  est  assez  près  d'avoir  déjà  rassemblé  les  ma- 
tériaux les  plus  importants  pour  un  Traité  complet  de  Mécanique  ra- 
tionnelle. Nous  espérons  qu'il  mettra  bientôt  la  main  à  cette  œuvre, 
et  nous  croyons  qu'il  s'y  trouvera  beaucoup  plus  à  son  aise  que 
dans  le  cadre  restreint  d'une  subdivision  de  la  Science. 

Nous  souhaitons  seulement  qu'un  tel  Ouvrage,  qui  ne  manquera 
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pas  d'être  très-utile  aux  écoles  italiennes,  laisse  moins  à  désirer  que 
les  deux  précédents,  du  côté  de  l'exécution  typographique.        B. 


GILBERT  (P.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  l'Université  catholique 
de  Louvain,  etc.  —  Cours  d'Analyse  infinitésisiale.  —  Partie  élémentaire  ; 
in-8°(482p.). 

M.  Gilbert,  en  composant  cet  Ouvrage,  s'est  proposé  de  le  rendre 
utile  à  deux  catégories  d'élèves  poursuivant  des  buts  fort  dilïé- 
rents  ;  ceux  qui  se  préparent  à  la  carrière  d'ingénieur  et  ceux  qui 
se  destinent  à  l'enseignement.  C'était  une  difficulté  sérieuse  à  vain- 
cre^ l'auteur  a  pu  la  surmonter  en  divisant  son  Ouvrage  en  deux 
Parties.  La  première  Partie,  qu'il  nomme  élémentaiî'e,  est  consa- 
crée aux  notions  usuelles  du  Calcul  infinitésimal  ^  la  seconde  Partie 
doit  comprendre  les  théories  analytiques  plus  élevées  ou  d'une 
application  moins  immédiate,  telles  que  la  courbure  des  surfaces, 
les  intégrales  définies,  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire,  etc. 

La  première  Partie  seule  a  paru.  Le  cadre  est  celui  de  tous  les 
Traités  élémentaires  de  Calcul  dillérentiel  et  intégral;  mais,  comme 
l'a  dit  M.  Puiseux,  en  présentant  ce  Volume  à  l'Académie,  dans  la 
séance  du  8  avril  1872,  «  les  notions  usuelles  du  Calcul  dillérentiel 
»  et  du  Calcul  intégral  y  sont  exposées  avec  la  clarté  et  la  méthode 
))  qui  caractérisent  les  autres  Ouvrages  du  savant  professeur  de 
»  Louvain.  »  [Comptes  rendus,  t.  LXXIV,  p.  975.) 

Voici  la  Table  principale  des  matières  contenues  dans  ce  premier 
Volume  : 

Calcul  différentiel  :  Méthodes  de  différentiation.  — Applications 
analytiques  du  Calcul  différentiel.  —  Applications  géométric[ues  du 
Calcul  différentiel. 

Calcul  intégral  :  hxlégraûon  des  différentielles.  — Intégration 
des  équations  différentielles. 

M.  Gilbert  consacre  d'abord  une  cinquantaine  de  pages  à  l'expo- 
sition des  principes  d'Algèbre,  qui  doivent  trouver  une  application 
fréquente  dans  les  théories  qu'il  veut  aborder.  Comme  il  ne  nous 
est  pas  possible  de  reproduire  toutes  les  réflexions  que  suggère  la 
lecture  de  son  intéressant  Ouvrage,  nous  nous  bornerons  à  quel- 

Lull.  des  Sciences  mathéni.  et  astron.,  t.  IV.  (Janvier  1S73.)  ■J 
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qucs  indications  générales.  Nous  devons  d'abord  remarquer,  dans 
les  applications  analytiques  du  Calcul  différentiel,  la  manière  dont 
a  été  présentée  la  formule  de  Taylor-,  c'est  une  exposition  concise, 
d'une  méthode  simple,  d'ailleurs  bien  connue,  qui  condense 
en  quelques  pages  la  démonstration  de  la  formule,  les  différentes 
formes  du  reste,  et  les  diverses  remarques  nécessaires  à  son 
application. 

Les  applications  géométriques  occupent  une  centaine  de  pages; 
l'auteur  rappelle  d'abord  quelques  notions  élémentaires  de  Géomé- 
trie analytique;  pour  l'étude  des  points  multiples,  M.  Gilbert  se 
contente  d'appliquer  le  principe  de  la  discussion  à  des  exemples 
particuliers,  ce  qui,  pcnse-t-il,  sera  plus  clair  et  aussi  instructif 
qu'une  discussion  générale.  Nous  n'adoptons  pas  complètement 
l'opinion  de  l'auteur  sur  ce  sujet  5  car  il  y  a  certaines  propositions 
importantes,  relatives  à  l'ordre  du  contact  dans  le  cas  des  points  de 
rebi'oussement,  qui  ne  peuvent  se  conclure  que  d'une  discussion 
générale.  La  théorie  de  la  courbure,  pour  les  courbes  planes  et  les 
courbes  gauches,  est  présentée  avec  beaucoup  de  netteté  et  de  sim- 
plicité ;  il  est  d'ailleurs  superflu  de  nous  appesantir  ici  sur  le 
mérite  de  M.  Gilbert,  connu  depuis  longtemps  par  ses  travaux  sur 
la  Géométrie  infinitésimale,  et  nous  ne  pouvons  qu'exprimer  le 
désir  de  voir  bientôt  paraître  la  seconde  Partie  de  son  Traité,  où 
nous  pourrons  retrouver  ses  importantes  recherches  sur  les  surfaces. 

La  seconde  section  du  premier  Volume  est  consacrée  à  l'intégra- 
tion des  différentielles  et  des  équations  différentielles.  La  question 
des  quadratures  y  est  longuement  développée  et  renferme  de  nom- 
breuses applications.  Pour  les  équations  différentielles,  l'auteur 
insiste  avec  raison  sur  ce  point  de  départ  fondamental,  savoir  :  que 
toute  équation  différentielle  admet  une  intégrale;  l'étude  des  vaiùa- 
bles  imaginaires  ayant  été  renvoyée  au  second  Volume,  l'auteur 
substitue  à  la  démonstration  connue  une  démonstration  géomé- 
trique qui  exige  des  considérations  assez  délicates  et  fort  minu- 
tieuses. ' 

M.  Gilbert,  comme  il  le  dit  lui-même  dans  sa  Préface,  a  mis 
largement  à  profit  les  Ouvrages  didactiques  et  les  Mémoires  publiés 
sur  le  sujet  dont  il  s'occupe  ;  et  il  en  a  profité  pour  terminer  cha- 
que Chapitre  de  son  Ouvrage  par  un  grand  nombre  de  questions 
parfaitement  choisies;   par  ces  exercices  multipliés,    l'élève  peut 
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éclairer  la  Théorie  et  la  compléter  en  certains  points,  qu'un  Traité 
élémentaire  ne  peut  souvent  qu'effleurer.  L.  P. 


GULDBERG  (D"^  A.-S.).  -  Om  Ligningen  af  3'"  Grad;  —  Oii  Lig.m.\ge.\  af 
5'"  Grad.  —  Christiania,  Videnskabs  Selskabs  Forhandlinger  ;   1871.   In-S", 

4op.  ('). 

En  transformant  l'équation 

x^  +  ax  -4-6=0 
dans  l'équation 

X^  — ex —  C=  O,       ou       C=—  7-j 

l'auteur  donne  les  formules  et  les  Tables  nécessaires  pour  trouver 
l'une   des  racines    réelles.   Les    Tables    donnent  les    valeurs    de 

loge  I  où  c  =  — ^ j  5    pour  l'argument  x,   de   x  =  —  i  jusqu'à 

a:  =  00  .  Des  Tables  analogues  sont  données  pour  l'équation  du 
5®  degré. 

En  principe,  le  procédé  de  l'auteur  est  une  amélioration  de  la 
méthode  qu'a  donnée  Gauss  au  moyen  des  logarithmes  d'addition. 
En  effet,  la  signification  des  trois  colonnes  des  Tables  de  Gauss 
étant 

A  =  log.r,     B=log(i  +  -|?     C  =  log(i -t- ^), 

d'où 

C  =  A  +  B, 

on  a 

log(?  =  Slog.r  —  log  (i  +  x)  =  3A  —  C=  2A  —  B. 

Mais  les  Tables  de  M.  Guldl^erg  ayant  des  dilléi^ences  très-grandes, 
l'interpolation  est  incommode,  de  sorte  qu'on  trouvera  la  valeur 
cherchée  avec  la  même  facilité  dans  les  Tables  de  Gauss.  D'ailleurs, 
les  Tables  de  Guldberg  ne  donnent  qu'«72e  racine,  tandis  que  la 


(')  GCLDBERG  (A.-S.)  :  Sur  l'équation    du    y   degré;    sur    l'équation   du   5*    degré 
(^Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Christiania,  1871.) 

3. 
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méthode  de  Gauss,  qui  peut  être  appliquée  à  toute  équation  algé- 
brique à  trois  termes,  donne  les  deux  autres  (si  elles  existent)  avec 
la  même  facilité. 


JOACHIMSTHAL  (F.).  —  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrech- 

NUNG  AUF  die    ALLGEMEINE  ThEORIE  DER   FlaCHEN  UXD  DER  LiNIEN  DOPPELTER 

Krummung.  —  Leipzig,  Teubner;  1872. 

Le  Livre  que  nous  avons  à  signaler  aujourd'hui  reproduit  une 
rédaction  du  Cours  que  Joachimsthal  avait  professé  dans 
l'hiver  1 856- 1807  à  l'Université  de  Breslau.  Cette  rédaction  de 
M.  Liersemann  avait  été  soumise  au  professeur,  qui  n'y  avait  fait 
aucun  changement  essentiel;  mais  Joachimsthal,  occupé  d'autres 
projets,  en  avait  remis  l'impression  à  un  autre  moment.  L'Ouvrage 
que  nous  avons  sous  les  yeux  comprend  deux  Parties  bien  dis- 
tinctes :  la  première,  de  24  pages,  est  consacrée  à  l'étude  des  courbes 
considérées  dans  l'espace  5  la  seconde,  qui  constitue  le  reste  du 
Livre,  comprend  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  tracées  sur  les 
surfaces,  lignes  de  courbure,  lignes  géodésiques,  etc. 

La  première  Section  traite  de  la  tangente  à  une  courbe,  du  plan 
normal,  du  plan  osculateur,  du  cercle  osculateur  et  de  la  courbure, 
de  la  seconde  courbure  et  de  la  sphère  osculatrice. 

La  deuxième  Section  se  compose  de  plusieurs  Chapitres.  Le  pre- 
mier contient  les  divers  modes  de  représentation  d'une  surface;  le 
troisième  le  plan  tangent  et  la  normale.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur 
examine  dans  quelles  conditions  la  surface  est  traversée  par  son 
plan  tangent  au  point  de  contact.  On  sait  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  que  le  hessien  soit 
positif  pour  le  point  de  contact.  Il  nous  semble  que  le  résultat  in- 
diqué, p.  5o  ou  p.  53,  est  légèrement  inexact.  Quand  le  hessien  est 
positif,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent  a  un  point  double 
au  point  de  contact.  S'il  est  négatif,  le  point  de  contact  devient  un 
point  isolé-,  mais  si  le  hessien  est  nul  au  point  de  contact,  il  y  a 
doute.  Que  l'on  considère,  par  exemple,  la  surface  dont  l'équation 

est 

z  +  x^  -\-  f  =  o; 


(')  Joachimsthal  (F.),  Application  du  Calcul  différentiel  et  intégral  à  la  théorie  gé - 
Héra le  des  surfaces  et  des  lignes  à  double  courbure.  In-S",  17^  pages.  Prix  :  6  fr.  76. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  3y 

le  plan  tangent  à  l'origine  est  le  plan  des  jy,  le  hessien  est  nul, 
et,  si  n  est  un  nombre  entier  pair,  le  plan  tangent  ne  coupe  pas  la 
surface.  Au  contraire,  si  ii  est  impair,  égal  à  3  par  exemple,  le  plan 
des  xy  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  point  de  re- 
broussement  à  l'origine  des  coordonnées,  et  dans  le  voisinage  de 
cette  origine  il  y  a  des  portions  de  la  surface  des  deux  côtés  du  plan 
tangent. 

Le  Chapitre  IV^  traite  de  l'osculation  des  surfaces,  des  tliéorèmes 
de  Meusnier  et  d'Euler,  des' rayons  de  courbure  principaux  et  des 
ombilics.  Les  Chapitres  suivants  contiennent  l'étude  des  mêmes 
questions,  quand  on  emploie  les  coordonnées  curvilignes  de  Gauss, 
les  propriétés  des  lignes  de  courbure,  le  théorème  de  Dupin,  l'étude 
des  ligues  géodésiques  et  leur  détermination  à  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde, enfin  les  équations  aux  dérivées  partielles  des  différentes 
classes  de  surfaces. 

Un  supplément  de  y  pages  contient  en  particulier  quelques  notions 
sur  les  développées  des  courbes  à  double  courbure. 

L'Ouvrage  ne  nous  parait  pas  dénature  à  augmenter  la  réputation 
que  Joachimsthal  s'était  acquise  comme  géomètre  5  mais  il  confirme 
l'opinion  que  nous  nous  étions  déjà  faite  de  son  enseignement,  et 
prouve  que  Joachimsthal  était  un  professeur  sage  et  clair,  sachant 
conserver  dans  ses  leçons  l'élégance  qui  distingue  ses  différents  tra- 
vaux. Aussi  croyons-nous  que  la  nouvelle  publication  dont  nous 
rendons  compte  pourra  être  utile  à  ceux  qui  désirent  étudier  d'une 
manière  assez  complète  les  applications  géométriques  du  Calcul  in- 
finitésimal. 

Les  démonstrations  par  la  méthode  des  infiniment  petits  ne  nous 
paraissent  pas  avoir  été  présentées  toujours  d'une  manière  rigou- 
reuse. On  peut  se  tromper  en  remplaçant  une  courbe  par  un  poly- 
gone, et  c'est  ce  que  fait  trop  souvent  Joachimsthal.  La  première 
méthode  donnée  poiu*  l'équation  des  lignes  géodésiques  nous  parait, 
en  particulier,  manquer  de  rigueur.  En  outre,  il  y  a  souvent  trop  de 
démonstrations  pour  une  même  proposition  :  mais  ces  défauts  que 
nous  signalons  n'empêchent  pas  l'Ouvrage  de  conserver  une  valeur 
réelle,  surtout  pour  les  personnes  qui  ne  sont  pas  à  même  de  con- 
sulter les  Mémoires  originaux,  et  qui  n'ont  pas  lu  les  beaux  travaux 
de  Joachimsthal. 
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KONIG  (J.).  —  Ueber  eine  reale  Abbildung  der  s.  g.  Nicht-Euklidischen 
Géométrie  ('). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  la  Géométrie  non- 
euclidienne  et  la  Géométrie  des  complexes,  dans  laquelle  la  droite, 
considérée  comme  élément  le  plus  simple  de  l'espace,  est  déter- 
minée par  les  deux  points  où  elle  rencontre  une  surface  et  une  ligne 
fondamentales.  Suivant  que  l'on  clioisit,  pour  cette  surface  et  cette 
ligne,  un  plan  et  une  droite  parallèle  à  un  plan,  une  sphère  et  une 
circonférence  de  même  rayon,  ou  bien  un  liyperboloïde  de  révo- 
lution à  une  nappe  et  à  une  liyperbole,  l'un  et  l'autre  équilatères, 
ayant  des  axes  de  même  longueur  et  convenablement  disposés,  la 
Géométrie  des  complexes  ainsi  formée  présente  des  analogies  remar- 
quables avec  la  Géométrie  euclidienne,  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne elliptique,  ou  bien  la  Géométrie  non-euclidienne  hyperbo- 
lique. 


ERLECKE  (A.).  —  Bibliotheca  mathematica.  Systematiches  Verzeichniss  der 
bis  1870  in  Deutschland  auf  den  Gebieten  der  Arithmetik,  Algebra,  Analysis, 
Géométrie,  Trigonométrie,  Polygonometrie  und  Stéréométrie,  Dynaniik,  Statik 
und  Mechanik,  Hydrologie,  Hydrodynamik,  Ilydrostalik  und  Hydraulik,  Cos- 
mologie, Astronomie,  Astrologie,  mathematischen  und  physikalischen  Géo- 
graphie erschienenen  Werke,  Scliriften  und  Abhandlungen.  Mit  Autorenre- 
gister  u.  s.  w.  Abtheilung  L  —  Halle  a.  S.,  Erlecke  (A.),  1872,  in-8°  ('). 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  aujourd'liui,  et  dont  le  premier 
fascicule  seul  a  paru,  doit  être  divisé  en  quinze  Parties,  correspon- 
dant aux  diverses  sciences  dont  le  nom  est  indicpié  plus  haut.  La 
première  section  A,  consacrée  à  la  Bibliographie  mathématique  de 
l'Allemagne,  comprend  six  pages  5  la  seconde  B,  cjui  occujdc  tout  le 
reste  du  fascicule,  et  qui  n'est  pas  encore  complète,  est  consacrée 
aux  Journaux  périodiques.  On  y  trouve  en  cjuelque  sorte  une  col- 
lection des   Tables  des  principaux  Recueils.  Nous  citerons,    par 


(')  Sur  une  représentation  réelle  de  la  Géométrie  dite  non-eiiclldienne.  (7  p.) 
{Nachrichtenv.  d.  Konigl.  Gesellschaft  d.  Wissensch.  zu  Gottingen,  Màrz  1872.) 

(')  Erlecre  (A.),  Bibliothèque  mathématique.  Catalogue  systématique  des  Ouvrages, 
Livres  et  Mémoires  parus  en  Allemagne  jusqu'à  l'année  1870,  etc.  Le  premier  fasci- 
cule comprenant  224  pages  a  paru.  Prix  de  l'Ouvrage  complet  :  20  fr. 
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exemple,  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  de  la  Société  de 
Gottingue,  de  la  Classe  matliématique  de  la  Société  Royale  de  Saxe 
à  Leipzig,  de  l'Académie  de  Bavière,  des  Annales  de  Mathéma- 
ti(/ues  de  Clebsch  et  Neumauu,  des  Archives  de  Grunert,  et  le  com- 
mencement du  Journal  de  Crelle.  Pour  ces  deux  derniers,  l'auteur 
a  reproduit  tous  les  renseignements  contenus  dans  les  Tables  déve- 
loppées que  publient  d'une  manière  régulière  les  rédacteurs  de  ces 
deux  journaux  (* ) . 


CATALOGUE  of  Scientific  Papers  (1800-1 863)  compiled  and  published  by  tlie 
Royal  Society  of  London.  —  Vol.  V.  —  London,  G.-E.  Eyre  and  W.  Spottis- 
woode.  1871,  in-4°  (1000  p.).  Prix  :  iS  fr. 

Le  Volume  nouveau,  qui  vient  s'ajouter  aux  quatre  déjà  parus  de 
l'importante  publication  entreprise  et  poursuivie  avec  régularité 
par  la  Société  Royale,  avance  grandement  la  tâche  que  s'était  im- 
posée l'illustre  Compagnie.  Nous  avons  maintenant  une  liste  pré- 
sentant toutes  les  garanties  possibles,  et  s'étendant  jusqu'à  la  lettre 
T  (Tizzani  est  le  dernier  noni  du  Volume),  des  Mémoires  scienti- 
fiques publiés  dans  ce  siècle  et  avant  i863.  Ces  Mémoires  sont 
rangés  par  noms  d'auteurs,  et  pour  chaque  auteur  par  ordre  chro- 
nologique. Les  titres  sont  très-bien  et  très-clairement  disposés^ 
l'impression  est  magnifique,  et  nous  sommes  convaincu  que  les 
personnes  chargées  de  mener  à  bien  un  aussi  grand  travail  ont 
habilement  profité  des  ressources  considérables  que  la  Société  pou- 
vait mettre  à  leur  disposition,  et  ont  apporté  tous  leurs  soins  à 
faire  un  Recueil  aussi  complet  et  aussi  bon  que  possible,  digne,  en 
un  mot,  de  la  Société  Royale.  G.   D. 


(')  Depuis  que  cet  article  a  été  écrit,  il  a  paru  un  deuxième  fascicule  de  cette  publi- 
cation. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS   PÉRIODIQUES. 
NOUVELLES  ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 

BOURGET. 

T.  X,  2*  série,  1871   ('). 

Vazeille  (E.).  —  Cordes  principales  et  plans  principaux  d'une 
surface  du  second  ordre.  (i3  p.) 

L'auteur  donne  les  différentes  méthodes  de  discussion  de  l'équa- 
tion du  3^  degré  dont  dépendent  les  plans  principaux  dans  les  sur- 
faces du  second  ordre.  Il  expose,  en  particulier,  la  métliode  de 
Jacobi,  dans  laquelle  on  commence  par  mettre  l'équation  en  S  sous 
la  forme 

^^ h  i^^ -j-  + h  H  =^  G. 

b  —  «       b  —  b       fe  —  c 

Cette  méthode  est,  comme  on  sait,  l'une  des  plus  simples  et  des 
plus  nettes  5  mais  elle  est  peut-être  la  seule  de  toutes  qui  ne  puisse 
pas  s'étendre  au  cas  où  il  y  a  plus  de  trois  variables.  Aussi  pensons- 
nous  qu'il  y  aurait  quelque  avantage  à  la  rattacher  à  sa  véritable 
origine,  et  à  montrer  d'abord  que,  si  les  termes  du  second  degré 
dans  l'équation  d'une  quadrique  ont  la  forme 

b"z]\ 


(') 

ax"^ 

+  «' 

X'-+a"z'- 

+  K(6. 

r  -h  b'r 

+ 

l'équation 

en  S 

sera 

I  - 

Kb- 

'  S  —  a 

Kb'' 

S -a' 

Kb' 

'2 

"^S- 

a" 

et,  sous   cette  forme,   la  proposition   s'étend  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables.  Maintenant,  dans  le  cas  des  surfaces  du  second 


degré,  les  termes  du  second  degré 


A;r'+  A'j^-f-  X"z-  -+-  2Bj5  -h  2B'2x  -h  26"^  j 
peuvent  toujours  se  ramener  à  la  forme  (i),  et  s'écrire  ^ 

(a— ^)^=+(A'— ^,-),=+(A"-— ).=+BB'B"(^-,-j^4-g,) 

(•)  \oiv  Bulletin,  t.  II,  p.  75. 
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Cette  manière  de  présenter  la  question  offrirait  quelques  avan- 
tages 5  il  y  a  beaucoup  de  surfaces  pour  lesquelles  les  termes  du 
2^  degré  se  présentent  directement  sous  la  forme  (i),  par  exemple 
les  cônes  circonscrits,  et  les  élèves  sauraient  alors,  presque  sans  cal- 
cul, écrire  l'équation  aux  axes  principaux. 

Lemonnier  (H.}. —  Démonstration  des  expressions  de  cos[a±b)^ 
sin(rt  zh  b). 

Hermann  (H.).  —  Sur  une  propriété  du  cône  de  révolution. 

Saikt-Germain  (A.  de).  —  Etude  géométrique  sur  une  c/ues- 
tion  de  licence.  (6p.) 

Déterminer  les  conoïdes  droits  pour  lesquels  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  chaque  point  sont  égaux  et  dirigés  en  sens  con- 
traire. 

Bertrand  (J.).  —  Compte  rendu  de  l'Oui^/age  :  Tables  de 
Logarithmes  à  27  décimales  pour  les  calculs  de  précision,  par  Fedor 
Thoman.  (i4  P-) 

Smith  (St.).  —  Propriétés  focales  des  figures  homo  graphiques . 

(7P-)       _ 

Cet  article  est  un  extrait  d'un  Rapport  présenté  par  M.  Smith  à 

la  Société  Royale  de  Londres  5  il  contient  une  jNotice  historique  rela- 
tive aux  différentes  recherches  qui  ont  été  faites  sur  les  figures 
liomographiques . 

Akdré  (D.).  —  Sur  le  développement  du  binôme. 

Ellis  (R.-L.).  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  relatifs  à 
une  surface  du  1'  degré. 

Amioites  (E.)  .  —  Notes  sur  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  n  prenders  nombres  entiers. 

Oppermann  (L.).  —  Sur  la  méthode  d' interpolation  de  Newton. 
Reproduction,  avec  les  notations  modernes  et  des  simplifications, 
de  la  marche  suivie  par  Newton. 

Fitremann.  —  Remarques  sur  les  racines  carrées  et  cubiques. 

Chasles. —  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance. 
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de  la  classe  de  la  développée  et  de  la  caustique  par  réflexion 
d'une  courbe  géométrique  d'ordre  m  et  de  classe  /î.  (  8  p.) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l' yicadémie  des  Sciences, 
t.  LXXII.) 

Stolff.  —  Note  sur  la  détermination  des  facteurs  prenners 
d'un  nombre. 

MoREL  (A.).  —  Problème  de  Géométrie  analytique  plane  sur 
les  coniques. 

A:migces  (E.).  —  Note  sur  un  procédé  nouveau  pour  trouver  les 
cubes  de  ceitaities  sommes.  (5  p.) 

Walton  (W.). —  Des  coordojinées  bi-angulaires.  (i3  p.) 
(Traduit  du  Quarterlj  Journal.) 

Day  (H. -G.).  —  Démonstration  géométrique  d'un  théorème 
sur  l'ellipse. 

(Extrait  du  même  Recueil.) 

Si  d'un  point  P  d'une  ellipse  je  mène  une  perpendiculaire  sur  le 
grand  axe,  et  que  je  la  prolonge  jusqu'au  point  Q  où  elle  rencontre 
le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  le  diamètre  qui 
passe  par  le  point  P  sera  égal  à  la  corde  menée  dans  ce  cercle  par  le 
point  F  parallèlement  au  rayon  OQ. 

AuGiER.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  géné- 
ral de  1870.  (7  p.) 

On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  ayant  leurs  axes  dirigés  sui- 
vant les  mêmes  droites-,  on  considère  deux  cônes  égaux,  de  même 
sommet  et  ayant  respectivement  pour  directrices  les  deux  coniques 
données.  On  demande  le  lieu  des  sommets  de  ces  cônes. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes  de  coniques  relatives, 
toutes,  à  certaines  séries  de  normales  en  rapport  avec  d'autres 
lignes  en  divers  points.  (17  p.) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXXII.) 

Maxwell  (J.-Cl.).  —  Sur  la  cjclide.  (20  p.) 
(Traduit  du  Quarterly  Journal.) 

Ce  travail,  déjà  ancien,  présente  une  étude  très-intéressante  de 
la  forme  et  des  propriétés  de  la  cyclide. 
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Chasles.  —  Propriétés  des  sj  sternes  de  coniques,  dans  lesquels 
se  trouvent  des  conditions  de  perpendicularité  entre  diverses 
séries  des  droites.  (12  p.) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'yicadémie  des  Sciences, 
t.  LXXII.) 

Anonyme.  —  Note  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  et  posi- 
tifs de  l' équation  x'"  =  ^  "  -|-  i  • 

André  (D.). —  TJiéorèmes  d' ud-rithmétique. 

RoBERTs  (S.).  —  Note  sur  les  podaires  centrales  des  coniques. 

LiKDELÔF  (L.).  —  Quelques  problèmes  relatifs  à  l'ellipse  et  à 
l'ellipsoïde.  (10  p.) 

(Traduit  des  Comptes  rendus  de  la  Société  des  Sciences  de  Fin- 
lande.) 

L'auteur  examine  des  questions  de  maximum  telles  que  celles- 
ci  :  Trouver  l'ellipse  minimum  circonscrite  à  un  triangle  donné, 
l'ellipsoïde  maximum  inscrit  dans  un  tétraèdre  donné,  etc. 

André  (D.).  —  Sur  les  combinaisons  simples. 

Chasles.  —  Tliéorèmes  concernant  les  systèmes  de  coniques 
représentés  par  deux  caractéristiques.  (i4  p-) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences, 
t.  LXXII.) 

Bourget  (J.).  —  Des  permutations.  (i4  p.) 

Cet  élégant  article  contient  plusieurs  propositions  relatives  aux 
permutations.  Grâce  à  une  notation  nouvelle,  l'auteur  a  pu  étudier 
les  dérangements  ou  inversions,  déterminer  leur  nombre  maxi- 
mum, toutes  celles  qui  ont  le  même  nombre  de  dérangements,  etc. 

Morel  (A.). —  Exposé  d'une  théorie  [Géométrie  élémentaire) 
des  sections  coniques.  (2  art.,  24  p-) 

HoÛEL  (  J.).  —  Compte  rejidu  de  l'Ouvrage  :  Elementi  di  Geo- 
metria^/7rt/-  MM.  A.  Sannia  et  d'Ovidio.  (7  p.) 

André  (D.).  —  Analyse  indéternnnée .  Problèmes. 

Steen  (Ad.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
Simpson. 

Anonyme.  —  Note  relative  à  la  courbure  en  un  point  de  re- 
broussement. 
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Pain  VIN  (L.).  —  Lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  côtés  sont  normaux  à  une  surface  du  second  ordre. 
(22  p.) 

André  (D.).  —  Déi^eloppements  de  sin(«a  4-  s),  de  cos^ncx  +  2:), 
de  sin"^.  et  de  cos^a.  (10  p.) 

André  (D.).  —  Sommation  de  certains  développements . 

Chasles.  —  Propriétés  des  courbes  d'ordre  et  de  classe  quel- 
conques démontrées  par  le  principe  de  correspondance.   (17  p.) 

(Extrait  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  LXXII.) 

Transon  (A.).  —  De  quelques  effets  d' optique  relatifs  à  la  per- 
spective. (9  p.) 

André  (D.).  —  Deux  théorèmes  sur  la  parabole. 

Painvin  (L.).  —  Note  sur  un  système  'variable  de  trois  direc- 
tions rectangulaires.  (9  p.) 

Il  s'agit  du  système  formé  par  la  tangente  à  une  courbe,  la  nor- 
male principale  et  la  binormale.  L'auteur  détermine  les  conditions 
auxquelles  satisfait  nécessairement  un  tel  système. 

Painvin  (L.).  —  Nombre  des  systèmes  de  plans  que  peut  repré- 
senter une  équation  du  second  degré.  (6p.) 

On  suppose  que  les  coefficients  soient  des  fonctions  entières  du 
degré  m  de  trois  indéterminées.  Le  nombre  est  10 m-  en  général. 

Graindorge  (J.).  —  Questions  de  licence. 

Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  deux 
forces  dirigées  vers  un  centre  :  l'une  attractive  et  proportionnelle  à 
la  distance  ;  l'autre  répulsive  et  en  raison  inverse  du  cube  de  la 
distance. 

RucHONNET  (Ch.).  —  De  l'hélice  osculatrice. 

WoLSTENHOLME  (J-).  —  Exerciccs  sur  le  tétraèdre. 

Painvin  (L.).  —  Tliéorème  sur  les  surfaces.  (7  p.) 

Ce  théorème  se  rapporte  à  la  transformation  définie  par  Jacobi 

dans  le  dernier  travail  posthume  publié  dans  le  Journal  de  Bor- 

chardt. 
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Sancery  (L.).  —  Note  sur  le  quadrilatère  inscrit  dont  les  dia- 
gonales sont  rectangulaires.  (i2  p.) 

André  (D.).  —  Tliéorènies  de  Statique.  (6  p.) 

Walton   (W.).  —   Démonstration  du  théorème   de  Cauchy  : 
«  Toute  équation  a  une  racine.  «  (5  p.) 

Chasles.  —  Propriété  des  diamètres  des  courbes  géométriques. 

(24p.) 

(Extrait   des   Comptes  rendus   de   l'académie  des  Sciences, 
t.  LXII.) 

Besant  (W.-H,).  —  Exercices  pour  la  licence. 


PROCEEDINGS  of  the  London  Mathematical  Society. 
T.  m,  nov.  1869  à  nov.  1871  ('). 
Hanlon  (G.-O.).  — La  veine  contracte.  (2  p.) 

Clerk  Maxwell  (J.j.  —  Remarques  sur  le  Mémoire  prccédejit. 

(2  p.) 

Clerk  Maxwell  (J.).  —  Sur  le  potentiel  d'un  disque  circu- 
laire unifoi^me.  (2  p.) 

Clifford  (W.-K.).  —  Sur  les  relations  syzjgétiques  contenant 
un  grand  nombre  de  quantiques  linéaires.  (4  P-) 

L'auteur  se  propose,  dans  ce  travail,  de  généraliser  les  théo- 
rèmes principaux  de  la  Géométrie  de  direction  de  M,  Paul  Serret. 

Smith  (J.-S.).  —  Sur  les  propriétés  focales  des  jigures  corréla- 
tives, (i  p.) 

Crofton  (W.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Gauss  et  des 
analogies  de  Neper.  (i  p.) 

RoBERTS  (S.\  —  Sur  V  origine  du  discriminant  des  formes  ter- 
tiaires. (3p.) 

L'auteur  se  propose,  dans  cet  article,  de  donner  une  démonstra- 
tion analytique  des  résultats  que  M.  Cremona  a  obtenus  par  la 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  344. 
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Géométrie^  et  qui  sont  relatifs  à  l'influence  des  points  multiples 
communs  à  des  courbes  en  involution.  [Voivç.  261-262  de  la  tra- 
duction allemande  de  V Introduction  à  la  Théorie  géoniétritiue  des 
Courbes  planes.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  surface  des  centres  de  courbure  de  V el- 
lipsoïde. {2p.) 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4^  ordre.  (48  p.) 

Les  premiers  progrès  importants  faits  dans  la  théorie  des  sur- 
faces du  4*^  ordre  sont  dus,  comme  on  le  sait,  à  M.  Kummer.  D'une 
part,  cet  éminent  géomètre,  dans  un  travail  devenu  classique,  a  re- 
clierclié  toutes  les  surfaces  du  4*^  ordre  sur  lesquelles  se  trouvent  des 
séries  de  coniques,  et,  de  cette  manière,  il  a  trouvé  toutes  celles  de 
ces  surfaces  qui  contiennent  une  ligne  double,  la  surface  de  Steiner, 
les  surfaces  ayant  une  droite  ou  une  conique  double,  etc.  D'autre 
part,  un  second  Mémoire  très-important,  mais  non  moins  connu 
des  géomètres,  a  été  publié  par  M.  Kummer  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin.  Ce  travail ,  qui  se  vend  séparément,  comme 
tous  ceux  qui  sont  insérés  dans  le  Recueil  cité,  est  intitulé  :  «  Sur 
les  systèmes  de  rayons  rectilignes,  et  en  particulier  sur  ceux 
du  1*^'"  et  du  2'' ordre  »  (').  Dans  un  travail  antérieur,  qui  a 
paru  au  Journal  de  Crelle  et  qui  a  été  traduit  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  M.  Kummer  avait  étudié  d'une  ma- 
nière générale  les  systèmes  de  rayons  rectilignes.  Dans  le  second 
Mémoire,  l'auteur  se  propose  de  déterminer  tous  ceux  de  ces  sys- 
tèmes qui  sont  algébriques  et  d'un  ordre  égal  ou  inférieur  à  2. 

Tout  s^'stènie  de  rayons  rectilignes  se  compose,  on  le  sait,  d'un 
certain  groupe  de  tangentes  douljles  d'une  surface,  qu'on  appelle  la 
surface  focale  du  système.  Les  différentes  surfaces  focales  rencon- 
trées par  M.  Kummer  présentent  ce  fait  singulier  que,  dans  le  cas 
général,  elles  n  ont  que  des  points  doubles  et  pas  de  ligne  mul- 
tiple. 

On  a  d'abord  la  surface  à  16  points  singuliers,  belle   générali- 


')  Kummer  :  Ueber  die  algebraischeii  Stràhlensysteme,  insbesondere  liber  die  der 
ersten  iind  zweiten  Ordnung.  Mathematische  Abhandlungen  der  K.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  aus  dem  Jahre  1S66.  Berlin,  1867,  F.  Diimmler's  Verlags- 
buchhandlung. 
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sation  du  tétraédroïde  de  INI.  Caylcy  et  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel.  C'est  à  juste  titre  que  la  surface  générale  à  16  points 
singuliers  a  été  nommée  par  les  géomètres  surface  de  Kummer. 

En  même  temps  que  cette  surface,  l'auteur  en  indique  d'autres 
qui  ont  i5,  i4,  i3,  12,  11  points  singuliers^  mais,  avec  celles-ci,  la 
recherche  qu'il  avait  entreprise  est  complète,  et  l'étude  des  rayons 
rectilignes  de  2*  ordre  ne  peut  donner  de  surfaces  ayant  moins  de 
II  points  singuliers. 

M.  Cayley  se  propose  de  présenter  une  esquisse  de  la  théorie  des 
surfaces  du  4^  ordre  ayant  des  points  multiples  [nodes).  On  sait  que 
le  nombre  de  ces  points  multiples  ne  peut  dépasser  16^  il  suffit,  de- 
puis les  recherches  de  INI.  Kummer,  d'étudier  les  surfaces  ayant 
10  points  doubles  ou  moins  de  10  points.  L'auteur  considère  succes- 
sivement tous  les  cas  possibles.  Les  plus  intéressants  sont  ceux  qui 
correspondent  à  8,  9,  10  points  singuliers.  La  surface  à  10  points 
singuliers  est  la  discriminante  d'un  système  de  4  quadriques.  L  au- 
teur établit  les  relations  essentielles  entre  cette  surface,  qu'il  ap- 
pelle syintiietroid,  et  la.  jacobienne  du  même  système.  Il  considère 
aussi  comme  cas  particulier  la  hessieiuie  d'une  surface  cubique. 

Ce  Mémoire,  contenant  une  foule  de  faits  importants,  doit  évi- 
demment être  consulté,  d'abord,  comme  ceux  que  nous  citerons 
plus  loin,  par  les  personnes  qui  voudront  entreprendre  des  re- 
cherches sur  la  théorie  des  surfaces  du  4*^  ordre  à  points  multiples. 
Quelques  résultats  d'une  jNote  publiée  au  tome  I  du  Bulletin, 
p.  3j4i  sur  la  discriminante,  se  trouvent  dans  le  Mémoire  antérieur 
de  M.  Cayley. 

^\  ALKER  (J.-J.).  —  Sur  les  points  correspondants  dujis  certaines 
iiiuolutions.  (12  p.) 

Clifford  (W.-K.).  —  Suj-  un  cas  d'evaporatioji  dans  Vordre 
résultant.  (3  p.) 

Clerr  Maxwell.  —  Sur  le  mouvement  des  fluides.  (7  p.) 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  la  podaire   des  sections  coniques.  (12  p.) 
L'auteur  revient  sur  un  résultat  élégant  qu'il  avait  indiqué  dans 
le  ^  olume  précédent,  et  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  donnés  deux  cercles  A,  B,  si  le  centre  de  A  se  troui'e  sur 
B,  tout  point  invariablement  lié  à  une  droite  dont  la  longueur  est 
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le  rayon  de  A,  et   dont  les  extrémités  s' appuient  sur  les  deux 
cercles  A,  B,  décrit  une  podaire  de  section  conique. 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  la  description  mécanique  précédente 
des  podaires  de  coniques. 

]M.  Cayley  établit  uniquement  qu'elles  sont  unicursales. 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  les  ouales  de  Descartes.  (20  p.) 
Description  de  la  courbe  au  moyen  des  cercles.  —  Sur  un  sys- 
tème d'ovales.  —  Sur  la  normale,  etc. 

Cayley  (A.).  — ■  Sur  la  trajisformation  rationnelle  entre  deux 
espaces.  (53  p.) 

L'auteur  considère,  dans  ce  Mémoire,  les  transformations  ration- 
nelles réciproques  dont  nous  avons  déjà  parlé  à  nos  lecteurs.  La 
première  Partie  est  consacrée  à  la  transformation  liomograpliiquc  sur 
deux  lignes  droites.  La  seconde  concerne  les  transformations  entre 
deux  plans,  découvertes  par  M.  Cremona.  L'auteur  donne,  pour  ces 
transformations,  des  Tables  très-étendues,  comprenant  un  grand 
nombre  de  cas  ;  puis  il  étudie  la  transformation  quadrique  entre  deux 
plans,  donne  les  formules  générales  et  examine  les  cas  pai^ticuliers. 
Après  avoir  étudié  cette  transformation,  il  développe  l'algorithme 
imaginé  par  M.  Clillord  pour  ramener  toute  transformation  de 
M.  Cremona  à  une  suite  de  transformations  quadratiques.  Enfin, 
laissant  de  côté  le  cas  du  plan,  M.  Cayley  examine  la  difficile  ques- 
tion de  la  correspondance  entre  deux  figures  dans  l'espace,  et  il  est 
ainsi  conduit  à  l'examen  des  transformations  suivantes  :  1°  celle 
qu'il  appelle  quadri-quadrique,  et  qui  se  ramène  par  l'homographie 
à  une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques-,  2° la  quadri- 
cubique.,  qui  était  inconnue  auparavant,  et  dans  laquelle  aux  plans 
de  la  première  figure  correspondent,  dans  l'autre,  des  quadriques 
passant  par  une  droite  et  3  points,  et  aux  plans  de  la  deuxième 
figure  correspondent  dans  la  première  des  surfaces  réglées  du 
3'^  ordre  ;  3°  enfin  la  cubo-cubique,  qui  est  la  transformation  de 
Magnus,  étendue  à  l'espace. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  ovales  de  Descartes  à  deux  foyers  ima- 
ginaires. (2  p.) 

Cayley  (A.).  —  Aperçu  sur  les  recherches  récentes  relatives 
aux  surfaces  du  4*  ordre  et  du  5*  ordre.  (9  p.) 
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Cayley  (A.).  —  Note  sur  la  théorie  de  la  transformation  ra- 
tionnelle entre  deux  plans.  (2  p.) 

Cayley  (A.).  —  Second  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4^  ordre. 

(5  p.) 

Walker  (J.-J.).  —  Sur  le  système  des  tangentes  à  la  cubique 
plane  et  à  la  courbe  du  4*  ordre.  (6p.) 

L'auteur  entend  par  système  des  tangentes  l'ensemble  de  celles 
qui  passent  par  un  point,  au  sujet  desquelles  il  donne  plusieurs 
théorèmes. 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  l'ordre  et  les  singularités  de  la  courbe 
parallèle  à  une  courbe  algébrique.  (12   p.) 

L'auteur  donne  toutes  les  singularités  ordinaires  de  la  courbe. 

Cayley  (A.).  —  Un  théorème  analytique  sous  un  nouveau  point 
de  vue.  (i  p.) 

Cayley    (A.).  —  Sur  un  problème  de  calcul  des  variations . 

Clerk  Maxwell  (J.).  —  Remarque  sur  la  classification  ma- 
thématique des  quantités  phj^siques.  (()  p.) 

Cayley  (  A.) .  — Troisième  Mémoire  sur  les  surfaces  du  4*  ordre. 

(3-P-) 

Ce  ^Mémoire  traite  des  mêmes  sujets  que  les  précédents  du  même 

Volume  ]  il  contient  bon  nombre  de  tableaux  et  de  résultats  nou- 
veaux. 

Strutt  (W.).  —  Note  sur  l' explication  de  la  couronne  donnée 
dans  les  leçons  d'Optique  physique  de  V^erdet,  et  dans  d'autres 
Ouvrages.  (2-5- p.) 

Griffiths  (  J.)  .  —  Sur  le  problème  de  trouver  le  cercle  qui  coupe 
trois  cercles  donnés  sous  des  angles  donnés.  (11  p.) 

L'auteur  résout  le  problème  et  donne  ensuite  plusieurs  dévelop- 
pements analytiques  dignes  d'intérêt. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  modèles  de  PlUcker  pour  certaines 
surfaces  du  4*  ordre.  (6  p.) 

RoBERTS  (S.).  —  Du  mouvement  d'un  plan  sous  certaines  condi- 
tions. (82  p.) 
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L'auteur  s'occupe  d'une  question  très-intéressante  et  qui  n'a  pas 
encore  été  étudiée  avec  le  soin  qu'elle  mérite.  Il  examine,  au  point 
de  vue  de  la  Géométrie  analytique,  les  dilïérentes  espèces  de  mou- 
vement d'une  figure  plane  dans  son  plan.  Si  l'on  suppose  que  deux 
points  de  la  figure  soient  assujettis  à  décrire  deux  courbes  Cm,  C,,,', 
d'ordres  m,  77^',  tout  autre  point  décrira  une  courbe  d'ordre  i  nmi' , 
et  de  classe  i  mm'  [m  -{-  m' — i).  Les  nombres  s'abaissent  si  les 
courbes  ont  des  directions  asymptotiques  communes,  ou  si  elles 
contiennent  les  points  circulaires  à  l'infini,  etc.  L'auteur  examine 
aussi  le  cas  où  il  y  a  une  seule  directrice  et  les  enveloppes  des  difle- 
rentes  lignes  de  la  figure,  ainsi  que  les  deux  lieux  des  centres  in- 
stantanés dans  les  deux  figures.  La  méthode  qu'il  a  suivie  est  fondée 
sur  de  remarquables  théorèmes  d'Analyse  de  M.  G.  Salmon. 

G.  D. 


VIERTELJAHRSSCHRIFT  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zurich. 
Redigirt  von  D' Rudolf  Wolf,  Professor  der  Astronomie  in  Zurich.  —  Ziiiich, 
in  Commission  bei  S.  Huhr. 

i5.  Jahrgang,  1870  ('). 

CuLMANN  (K.).  —  Sur  le  parallélogramme  et  sur  la  composi- 
tion des  forces .  (24  pO 

On  obtient  d'une  manière  très-simple  les  propositions  de  la  Sta- 
tique par  l'emploi  de  la  méthode  analytique,  qui  a  déjà  fait  faire, 
dans  ces  derniers  temps,  de  si  grands  progrès  à  la  Géométrie,  et  qui 
consiste  à  introduire  dans  le  calcul  les  symboles  qui  représentent 
les  équations  des  ligues  et  des  points.  A  l'aide  de  cette  notation 
symbolique,  la  composition  des  forces  concourantes  en  un  même 
point  se  réduit  à  une  formule  de  sommation  X  a  A,  a  étant  la  forme 
normale  de  l'équation  du  point  à  l'infini  dans  le  système  des  coor- 
données de  Plûcker,  et  A  la  grandeur  de  la  force  ;  la  composition 
des  forces  dans  le  plan  se  réduit  à  une  formule  analogue  Srt  A,  a 
étant  l'équation  normale  de  la  ligne  de  direction  de  la  force  dans  le 
plan  en  coordonnées  ordinaires.  Enfin  la  combinaison  de  ces  deux 


(')  Bulletin  trimestriel  de  la  Société  des  Naturalistes  de  Ziirich.  Rédigé  par 
i\I.  R.  Wolf.  Zurich,  chez  S.  Hôhr.  —  Paraît  par  fascicules  petit  in-8°.  En  allemand 
et  en  français. 
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formules  donne  la  composition  des  forces  dans  l'espace.  Par  cette 
méthode,  la  Statique  vient  prendre  place  à  côté  de  la  Géométrie 
analytique,  comme  la  Statique  graphique  se  ramène  à  la  Géométrie 
de  position,  et  l'introduction  des  nouveaux  symboles  fait  ressortir 
l'identité  des  deux  branches  de  la  Statique,  comme  elle  l'a  déjà  fait 
pour  les  deux  branches  de  la  Géométrie.  La  cause  intime  de  cette 
affinité  provient  de  ce  que  le  parallélogramme  des  forces  est  une 
proposition  géométrique,  qui^peut  se  démontrer  géométriquement. 
A  la  suite  de  cette  démonstration  vient  le  développement  des  deux 
formules  de  sommation,  dont  nous  venons  de  parler. 

ScHWARz  (H. -A.). —  Siw  r intéi^ration  de  l'équation  aux  diffé- 

rentieUes  partielles  — — ■  -r-  -r— -  =  o  uouj'  la  surface  d  un  cercle. 

'^  ax-       Oy^  '  -' 

(i6p.) 

Dans  sa  dissertation  inaugurale  (art.  18,  19,21)  et  dans  son Mé- 
nioire  sur  les  fonctions  abéliennes  [Journal  de  Borchardt,  t.  54, 
p.  112,  1 14),  Riemann  a  énoncé  quelques  théorèmes  généraux  con- 
cernant l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^«  =  -7— :  -+-  T-v  =  o 
ax-       G)- 

dans  l'étendue  d'une  aire  T,  sous  certaines  conditions  relatives  aux 
limites  et  aux  discontinuités.  Ces  théorèmes  n'ont  pas  encore  été 
rigoureusement  démontrés,  même  dans  le  cas  simple  et  important 
où  l'aire  donnée  se  réduit  à  un  cercle. 

Si  la  valeur  de  la  fonction  cherchée  u  en  chaque  point  du  con- 
tour de  l'aire  est  donnée  sans  autre  restriction  que  d'être  assujettie 
h.  la  continuité,  on  n'a  pas  le  droit  d'admettre  que  cette  fonction  ait, 

,1  j  11'-'  .  ^^       {.    .       du      du     du 

le  long  du   contour,   des   dérivées  partielles   iinics  -r— î    -^1    -— 

^  ax      ay     dp 

[p  étant  la  distance  d'un  point  de  l'intérieur  au  contour,  comptée 

sur  la  normale  )  \  car,  d'après  l'hypotlièse  que  l'on  a  faite,  il  n'existe 

pas,  en  général,  de  dérivées  partielles  de  la  fonction  u  le  long  du 

contour,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Weierstrass  dans  ses  leçons, 

il  y  a  déjà  plusieurs  années. 

jM.  Schw' arz  se  borne  à  considérer  le  cas  où  l'aire  à  l'intérieur  de 

laquelle  se  meut  le  point  [x^j]  est  celle  d'un  cercle  tracé  sur  un 

4. 
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plan  simple,  la  fonction  n'ayant  sur  le  contour  aucun  point  de  dis- 
continuité. 

FiEDLER  (W.).  —  Siw  les  coordonnées  projectwes.  (3i  p.) 
Le  mode  de  détermination  des  figures  dans  la  Géométrie  synthé- 
tique conduit,  comme  on  sait,  aux  systèmes  de  coordonnées  de  la 
Géométrie  analytique.  JM,  Chasles,  dans  sa  Géométrie  supérieure, 
et  V.  Staudt,  dans  ses  Beitràge  zur  Géométrie  der  Lage,  ont  fait 
usage,  pour  cette  détermination,  des  rapports  anharmoniques,  sans 
toutefois  s'en  servir  pour  établir  les  équations  de  la  droite,  du  point 
et  du  plan,  ce  qui  est  fondamental  pour  la  Géométrie  analytique. 
L'emploi  des  rapports  anharmoniques  conduit  très-simplement  à 
ces  équations,  en  cherchant  à  introduire  dans  le  développement 
analytique  la  dualité  inhérente  à  la  nature  du  rapport  anharmoni- 
que,  telle  qu'elle  se  présente  dans  le  développement  de  la  Géomé- 
trie synthétique.  L'idée  essentielle  de  cette  extension  se  trouve 
déjà  dans  les  travaux  de  W.-R.  Hamilton  sur  les  quaternions 
(1860).  M.  Fiedler  fait  voir  que  l'on  obtient  par  là  précisément  les 
systèmes  de  coordonnées  désignés,  dans  le  plan,  sous  les  noms  de 
coordonnées  trimétriques,  triponctuelles,  trilinéaires  ou  triangu- 
laires, et,  dans  l'espace,  sous  ceux  de  tétramétriques,  etc.,  ou  té- 
traédriques,  et  qui,  depuis  longtemps,  sous  la  dénomination  de 
coordonnées  homogènes,  sont  presque  exclusivement  en  usage  dans 
les  recherches  scientifiques.  On  les  obtient  ainsi  dans  toute  leur  gé- 
néralité, et  l'on  aperçoit  aisément  les  modes  de  particularisation 
les  plus  avantageux  dans  les  divers  cas.  La  clarté  géométrique  que 
l'on  gagne  ainsi  jette  un  jour  nouveau  sur  la  dépendance  des  coor- 
données générales  avec  les  coordonnées  ponctuelles  de  Descartes  et 
les  coordonnées  de  lignes  et  de  plans  de  Plûcker. 

WoLF  (R.)-  —  Communications  astronomiques .  (2  art., 32-43  p.) 
Observations  des  taches  du  Soleil  dans  l'année  1869,  et  calcul 
des  nombres  relatifs  et  des  variations  de  cette  année.  Quelques  con- 
sidérations sur  l'épocjue  actuelle  du  maximum.  Sur  les  variations 
de  déclinaison  observées  à  Bombay.  Nouvelles  recherches  sur  l'ano- 
malie singulière  qui  peut  se  présenter  dans  la  détermination  de 
l'équation  personnelle  j  essai  d'une  explication  sur  cette  ano- 
malie. 

Observations  des  taches  du  Soleil  pendant  les  années  1754-1758 
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et  1769.  Nouvelle  détermination  de  l'époque  du  minimum  en  1^55 
et  de  l'époque  du  maximum  en  1769.  Marche  moyenne  du  phéno- 
mène des  taches  solaires,  comparaisons  de  cette  marche  avec  d'au- 
tres phénomènes.  Observations  magnétiques  à  Prague  en  1779; 
leur  comparaison  avec  la  variation  observée  par  M.  Wolf  au  moyen 
des  taches  solaires.  Communications  de  M.  Fritz  sur  les  taches  so- 
laires, les  aurores  boréales  et  le  magnétisme  terrestre,  avec  un  cata- 
logue des  aurores  boréales  observées  en  Suisse.  Notices  sur  les  Ou- 
vrages relatifs  à  la  constitution  du  Soleil. 

ScHKEEBELi  (H.).  —  Sui'  la  durée  du  contact  dans  le  choc  des 
corps  élastiques.  (i5  p.) 

L'auteur  emploie  pour  la  mesure  des  temps  très-courts  un  pro- 
cédé ingénieux  du  à  Pouillet,  et  qui  consiste  à  faire  agir  sur  un 
galvanomètre  très-sensible  un  courant  assez  fort  et  d'intensité  con- 
stante. Il  a  expérimenté  sur  le  choc  de  deux  pièces  d'acier  trempé, 
l'une  fixe,  l'autre  mobile,  et  il  est  parvenu,  en  faisant  varier  les 
circonstances  du  choc,  à  établir  les  lois  suivantes  : 

1°  La  durée  du  choc  croit  avec  la  masse  du  corps  choquant  5 

2°  Elle  diminue,  au  contraire,  lorsqu'on  fait  croître  la  vitesse 
avec  laquelle  le  corps  choquant  rencontre  le  plan  fixe  ; 

3°  La  durée  du  choc  est  d'autant  moindre  que  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  surface  choquante  est  plus  grand. 

ScHWARz  (H.-A.).  —  Sur  un  passage  à  la  limite  par  un  pro- 
cédé alternant.  (i5  p.) 

On  sait  que  le  théorème  auquel  Riemann  a  donné  le  nom  de 
principe  de  Dirichlet,  et  dont  il  a  fait  la  base  de  ses  recherches  sur  les 
fonctions  de  variables  complexes,  n'a  pas  encore  été  démontré  d'une 
manière  pleinement  satisfaisante.  M.  Schwarz,  en  poursuivant  ses 
recherches  sur  certains  problèmes  de  représentation  {^Ahhildung).^ 
recherches  publiées  en  partie  dans  le  Tome  70  du  Journal  de 
Borchardt  et  dans  le  Programme  de  l'Ecole  Polytechnique  fédé- 
rale pour  1869- 1870,  a  été  conduit  à  un  mode  de  démonstration 
qui  lui  permet  d'établir  rigoureusement  tous  les  théorèmes  que 
Riemann,  dans  ses  Mémoires  publiés,  a  cherché  à  démontrer  au 
moyen  du  principe  de  Dirichlet. 

Il  ne  s'agit  au  fond  que  d'établir  l'existence  d'une  fonction  u  des 
variables  réelles  x,  j>^,  qui,  dans  l'étendue  d'une  aire  donnée  T,  vé- 
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1  ifîe  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d' u       â-  Il 

Am  := 1-  -r —   =0, 

Ox-         Of- 

et  qui  satisfasse,  en  outre,  à  certaines  conditions  données  aux 
limites  et  aux  points  de  discontinuité.  Dans  l'Extrait  qu'il  donne 
ici  de  son  travail,  l'auteur  se  borne  au  cas  où  toutes  les  conditions 
données  se  rapportent  aux  limites,  et  dans  lequel  on  exige  que  la 
fonction  u  soit  toujours  finie,  et  prenne,  le  long  du  contour  de  T, 
des  valeurs  finies  données,  appartenant  à  une  ou  à  plusieurs  suites 
continues.  On  peut  ramener  à  ce  cas  particulier  le  cas  général, 
comme  l'auteur  le  fera  voir  dans  une  communication  ultérieure. 

Le  procédé  de  M.  Scliw  arz  ne  suppose  nullement  que  la  cour- 
bure du  contour  de  l'aire  soit  toujours  finie,  et  n'exclut  pas  les  dis- 
continuités de  la  direction  de  la  tangente  ^  le  contour  peut  présen- 
ter une  infinité  de  points  saillants. 

Le  succès  de  la  démonstration  repose,  en  dernier  ressort,  sur  le 
lemme  suivant  : 

Concevons  le  contour  de  l'aire  T  partagé  en  un  nombre  fini  de 
segments,  et  ceux-ci  divisés  en  deux  groupes,  dont  chacun  con- 
tienne au  moins  un  segment  ^  alfectons  chaque  segment  d'un  indice 
impair  ou  pair,  suivant  qu'il  appartiendra  au  premier  ou  au  second 
groupe,  et  désignons  par  P  les  points  qui  séparent  les  segments 
d'indice  pair  des  segments  d'indice  impair.  A  l'intérieur  de  T,  ima- 
ginons que  l'on  donne  un  nombre  fini  de  lignes  analytiques  L,  qui 
n'aient  aucun  point  commun  avec  les  segments  d'indice  impair,  à 
moins  que  ce  ne  soit  quelqu'une  des  extrémités  P,  et  qui  ne  soient 
pas  tangentes  à  ces  segments  en  ces  points  P.  Si  l'on  suppose  main- 
tenant une  fonction  u  déterminée  à  l'intérieur  de  T,  de  manière  à 
satisfaire  à  l'équation  Au  =  o,  et  à  prendre  en  chaque  point  du  con- 
tour la  valeur  o  ou  +  i ,  selon  la  parité  de  l'indice  du  segment  au- 
quel ce  point  appartient,  le  maximum  de  la  valeur  que  la  fonc- 
tion u  peut  prendre  le  long  des  lignes  L  est  un  nombre  positif  </, 
moindre  que  l'unité. 

Après  avoir  démontré  (comme  l'auteur  l'a  déjà  fait  dans  un  Mé- 
moire précédent,  pour  le  cas  du  cercle)  l'existence, pour  des  formes 
d'aire  simples,  d'une  fonction  vérifiant  l'équation  Au  =  o  et  satis- 
faisant à  des  conditions  données  aux  limites,  il  s'agit  d'étendre  la 
démonstration   à  des  formes  d'aire  plus  compliquées,  composées, 
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en  quelque  sorte,  au  moyen  des  formes  simples.  On  peut  se  servir, 
pour  eela,  d'un  passage  à  la  limite,  qui  a  une  grande  analogie  avec 
l'épuisement  de  l'air  d'un  espaee  clos,  au  moyen  d'une  machine 
pneumatique  à  deux  corps  de  pompe.  Dans  les  deux  cas,  en  effet, 
l'opération  consiste  en  deux  opérations  partielles  alternantes,  con- 
courant au  même  but,  d'une  manière  qui  n'est  pas  identique,  mais 
que  l'on  pourrait  plutôt  appeler  symétrique. 

Mousson  (A.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  phénomènes 
capillaires.  (17  pO 

ScHjN'EEBELi   (H.\   —   Communications  sur  la  Physique.   (4p-) 
I.  Suite  des  recherches  sur  la  durée  du  contact  dans  le  choc  des 

corps  élastiques.  —  II.   Sur  les  ondulations  d'une   couche   fluide 

dans  un  corps  vibrant  transversalement. 

WoLF  (R.)-   —  Notes  sur  l'histoire  des  Sciences  en  Suisse. 

L'auteur  publie,  sous  ce  titre,  une  suite  de  documents  inédits  ou 
peu  connus,  relatifs  à  des  Ouvrages  anciens  ou  à  la  biographie  des 
savants.  ]Nous  remarquons  dans  le  présent  ^  olunie  une  suite  de  la 
correspondance  du  célèbre  constructeur  d'instruments  Repsold 
avec  liorner  ;  une  Note  relative  à  la  correspondance  des  Bernoulli, 
dont  on  n'a  pas  encore  retrouvé  la  trace  -,  des  documents  sur  Oppi- 
kofer  et  Ernst,  inventeurs  d'un  planimètre,  sur  lequel  Puissant  a 
fait  un  rapport  à  l'Académie  des  Sciences  en  i835  ;  enfin  une  suite 
très-intéressante  de  lettres  du  baron  de  Zach  à  Horner.  On  sait  que 
la  volumineuse  correspondance  de  Zach,  qui  aurait  pu  être  d'une 
si  haute  importance  pour  l'histoire  scientifique,  avait  été,  après  sa 
mort,  remise  aux  mains  de  Lindenau,  qui,  plus  tard,  eut  l'idée  in- 
concevable de  la  livrer  aux  flammes.  M.  AVolf  publie  des  extraits, 
d'autant  plus  curieux,  des  lettres  de  Zach,  restées  dans  la  famille  de 
Horner. 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des   Sciences  de  Belgique. 
T.  XXXII,  juillet-décembre  1871  ('). 

Quetelet  (A.).   —   Sur  le   développement   des  qualités  phj 
siques,  morales  et  intellectuelles  de  V homme .  {2  p.) 

(^)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  281. 
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MoNTiGNY  (Ch.).  — Notice  sur  la  pi^oduction  successwe d' éclairs 
identiques  aux  mêmes  lieux  de  l' atmosphère  pendant  l'orage  du 
1  juillet  1871.  (4p-) 

Fekby  (F.).  —  aspect  de  la  planète  Mars  en  1871.  (9  p.) 
Dans  une  première  Notice,  insérée  aux  Bulletins  (t.  XXXI), 
l'auteur  a  résumé  les  résultats  de  ses  observations  de  la  planète 
Mars  pendant  les  oppositions  de  1864  et  de  1867.  Le  but  du  pré- 
sent travail  est  de  faire  connaître  avec  précision  l'aspect  que  cet 
astre  a  offert  à  la  Terre  en  1871,  et  d'établir  quelques  rapports 
entre  les  nouveaux  dessins  et  les  précédents,  afin  d'en  faciliter  la 
comparaison. 

HouzEAu  (J.-C).  —  D'un  moyen  de  mesurer  directement  la 
distance  des  centres  du  Soleil  et  de  J^énus  pendant  le  passage  de 
cette  planète.  (6  p.) 

Les  astronomes  admettent  généralement  qu'il  faudra  employer, 
pour  l'observation  du  prochain  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  en 
décembre  1 874,  des  mesures  plus  nombreuses  et  plus  exactes  que 
celles  de  1761  et  1769,  qui  étaient  principalement  relatives  aux 
contacts,  si  l'on  veut  obtenir  une  grande  approximation  dans  la 
valeur  que  l'on  en  déduira  pour  la  parallaxe  du  Soleil. 

On  a  proposé  d'employer  l'héliomètre  pour  mesurer  un  grand 
nombre  de  fois,  pendant  les  six  à  sept  heures  que  doit  durer  le 
passage,  les  distances  entre  les  bords  des  disques,  d'où  l'on  pour- 
rait conclure  celle  des  centres  5  mais  ce  moyen  semble  inférieur  à 
celui  qui  consisterait  à  prendre  directement  les  distances  de  centre 
à  centre,  au  moyen  d'un  héliomètre  modifié,  à  images  inégales, 
c'est-à-dire  dont  les  deux  demi-objectifs  auraient  des  longueurs 
focales  différentes. 

En  supposant  que  le  moindre  grossissement  fût  3 1  fois  inférieur 
au  grossissement  principal,  on  pourrait  centrer  exactement  le  petit 
Soleil  sur  le  disque  de  Vénus  dans  la  grande  image. 

L'auteur  donne  quelques  détails  sur  la  construction  et  le  manie- 
ment de  l'héliomètre  à  grossissements  inégaux  dont  il  propose 
l'emploi. 

Plateau  (J.).  —  Une  expérience  ?'elatiue  à  la  question  de  la 
vapeur  vésiculaire.  (5p.) 
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On  sait,  d'après  un  travail  de  M.  Duprez  (^),  que,  lorsqu'un  vase 
plein  d'eau  est  retourné,  l'orifice  ouvert  en  bas,  il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  que  l'eau  y  demeure  suspendue,  que  cet  orifice  soit  très- 
étroit;  à  l'aide  de  précautions  particulières,  M.  Duprez  a  soutenu 
ainsi  l'eau  dans  un  tube  vertical  ayant  près  de  o™,  02  de  diamètre 
intérieur.  Supposons  que  l'on  mette  alors  en  contact,  avec  la  sur- 
face intérieure  libre  de  cette  eau  suspendue,  une  très-petite  bulle 
creuse  d'eau;  l'air  qu'elle  contient  en  sera  aussitôt  chassé  et  s'élè- 
vera au  travers  du  liquide.  Imaginons  maintenant  que,  d'une  cer- 
taine distance  au-dessous  de  la  surface  intérieure  de  l'eau,  monte 
un  courant  de  vapeur  d'eau.  Si  cette  vapeur  se  compose  de  vési- 
cules, l'ensemble  des  bulles  qui  toucheront  l'eau  devra  donner 
naissance  à  une  sorte  de  nuage  qui  s'élèvera  lentement  dans  le  tube 
en  altérant  la  transparence  de  l'eau. 

Or  l'expérience  faite,  à  la  demande  de  l'auteur,  par  M.  Duprez 
ne  confirme  pas  cette  prévision,  et  M.  Plateau  la  considère  comme 
constituant,  sinon  une  preuve  convaincante,  du  moins  un  argument 
très-puissant  contre  l'hypothèse  de  l'état  vésiculaire  de  la  vapeur. 

Une  autre  objection  contre  cet  état  résulte  de  la  pression  consi- 
dérable que  l'air  subirait  dans  l'intérieur  des  vésicules. 

De  TiLLY  (J.-M.).  —  Note  sur  le  roulement  des  rouleaux  et 
des  roues  sur  un  plan  d'appui.  (28  p.) 

L'auteur  étudie  d'abord  le  mouvement  d'un  rouleau,  soumis  à 
une  percussion  initiale,  sur  un  plan  horizontal  en  apparence,  mais 
exerçant  contre  le  rouleau  des  résistances  qui  dépendent  du  mou- 
vement de  celui-ci.  Il  traite  ensuite  de  la  théorie  du  mouvement 
uniforme  des  voitures  à  un  et  à  deux  trains. 

Ces  questions,  bien  cju' appartenant  aux  premiers  éléments  de  la 
Mécanique,  ont  été  résolues  parfois  d'une  manière  inexacte.  Les 
erreurs  provenaient  principalement  de  ce  qu'on  ne  mettait  pas  en 
évidence  le  rôle  de  la  réaction  totale  du  plan  d'appui  contre  les 
rouleaux  et  les  roues,  et  de  ce  qu'on  ne  prenait  pas  la  peine  de  vé- 
rifier toutes  les  équations  qui  doivent  exister,  pour  chaque  système 
rigide,  entre  les  forces  agissant  réellement  sur  lui  et  les  forces  di- 
rectement capables  des  variations  de  mouvement  que  ce  système 
subit. 

(')  Mémoires  de  l' Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXVI  et  XXVIII. 
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QuETELET  (A.).  —  Sur  les  étoiles  Jilantes  de  la  période  de  no- 
vembre 1871  et  sur  les  aurores  boréales  des  g  et  10  du  même 
mois.  (7  p.)  —  Sur  V abaissement  de  température  du  mois  de  dé- 
cembre 1871 .  (2  p.) 

Saltel  (L.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Catalan,  (i  p.). 
Cet  Extrait  contient  la  définition  d'un  mode  très -général  de 
transformation  des  figures  planes. 


BULLETIN  DE  l'Académie   impériale  des  Sciences  de   Saint-Pétersbourg. 
T.  XV,  1870  ('). 

WiLD  (H.). — De  la  détermination  du  poids  d'un  décimètre 
cube  d'eau  distillée  à  4  degrés  C.  (i3  col.) 

Sabi:vine  (G.).  —  Sur  la  méthode  de  distinguer  les  maxima  et 
les  niinima  des  intégrales  définies  multiples.  (12  col.  ) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  t.  56,  p.  122,  du  Journal  de  Bor- 
chardt  [^)j  M.  Clebscli  a  donné  la  discussion  de  la  variation 
seconde  ^^V  d'une  intégrale  définie  multiple  V,  dont  il  s'agit  de 
distinguer  les  maxima  des  minima.  En  étendant  à  une  intégrale 
multiple  le  théorème  donné  par  Jacolii  pour  une  intégrale  sim- 
ple ('),  M.  Clebscli  emploie,  pour  la  réduction  delà  variation  ^^\  , 
des  procédés  qui  découlent  des  principes  de  la  méthode  de  Legen- 
dre  (*).  M.  Sabinine  propose  pour  cette  réduction  un  moyen  plus 
convenable,  fondé  sur  une  substitution  directe  de  certaines  expres- 
sions algébriques  linéaires  de  quantités  arbitraires  à  la  place  des 
variations  tronquées  Wi,  Wj,  ...,  que  subissent  les  fonctions  cpii  se 
trouvent  sous  le  signe  de  l'intégrale  multiple. 

WiLD  (H.).  — Sur  la  compensatioii  complète  pour  la  tempéra- 
ture du  baromètre  à  balance.  {9  col.;  ail.) 

SoMOF  (J.).  —  Note  sur  la  rectijication  approximative  des 
courbes  quelconques.  (4  col.) 

(')  \ OU' Bulletin,  t.  I,  p.  2'|0. 

(')  L'eber  die  zweite  Variât  ion  vielfacher  Intégrale. 

(')  Zur  Variationsreclinung  itnd  Dijferentialgleichungen.  {Journal  de  Crelle,  t.  17.) 
(*)  Snr  la  manière  de  distinguer  les  maxima  et  les  minima  dans  le  calcul  des  varia- 
tions. {Mémoires  de  l'académie  des  Sciences,  1786,  p.  7.) 
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De  ses  travaux  antérieurs  sur  la  Cinématique,  l'auteur  a  déduit 
le  théorème  suivant,  pour  l'expression  de  la  longueur  d'iui  arc  de 
courbe  suffisamment  petit  pour  qu'on  en  puisse  négliger  la  5^  puis- 
sance : 

La  lonsrueiw  de  l'arc  est  ésale  aux  ^r  de  la  corde,  moins  -  delà 
°  °  6  D 

somme  des  projections  de  cette  corde  sur  les  tangentes  extrêmes. 

Il  donne  ici  une  démonstration  directe  de  cette  proposition,  et 

l'applique  au  calcul  d'un  arc  d'ellipse. 

Stebmtzki  (J.).  —  Déviation  du  fil  à  plomb  produite  par  l'at- 
traction des  monts  du  Caucase,  (i  2  col.^  ail.  ) 

Argelarder  (Fr.).  —  Observations  de  tremblements  de  terre 
au  moyen  de  niveaux  très- sensible  s.  (3  col.;  ail.) 

Savitch  (A.).  —  Observations  des  planètes  à  Saint-Péters- 
bourg. 

Oppositions  de  Yesla  et  de  Neptune,  en  1869. 

T.  XVI,  1871. 

GvLDÉN  (H.).  —  De  l'influence  que  les  déplacements  de  l'axe 
de  jotation  dans  l'intérieur  de  la  Terre  peuvent  exercer  sur  le 
niveau  de  la  mer.  (y  col.;  ail.) 

L'auteur  conclut,  d'un  calcul  fait  pour  un  cas  fictif  plus  simple, 
que  les  variations  de  niveau  provenant  des  déplacements  possibles 
de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  globe  ne  sauraient  être 
assez  considérables  pour  expliquer  les  élévations  et  les  dépressions 
du  fond  de  la  mer  que  l'on  observe  dans  certaines  contrées. 

LiPKiNE  (L.).  —  Dispositif  articulé  pour  la  transfornmtion 
rigoureuse  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rectiligne. 
(3  col.;  ail.) 

ZoLOTAREF  (G.).  —  Note  relative  à  une  formule  de  AI.  Liou- 
ville.  (3  col.) 

Démonstration  d'une  formule  contenue  dans  une  lettre  de 
M.  Liouville  à  M.  Le  Besgue  (Journal  de  Mathématiques,  cahier 
d'avril  1870). 

SoMDF  (J.).  —  Sur  un  moyen  algébrique  de  démontrer  le  prin- 
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cipe  de  Hamilton,  relatif  à  l'intégration  des  équations  de  la 
Dynamique.  (lo  col.) 

L'auteur  retrouve,  sans  s'appuyer  sur  le  calcul  des  variations  ni 
sur  le  principe  de  la  moindre  action,  les  résultats  obtenus  par 
M.  Liouville  [Coînptes  rendus,  i6  juin  i856,  et  Journal  de 
Mathématiques,  i^  série,  t.  I,  p.  297). 

WiLD  (H.).  ■ — Méthodes  perfectionnées  pour  la  compensation 
de  température  du  baromètre  à  balance.  (i5  col.,  i  pl.^  ail.) 

MiNDiNG  (F.).  —  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés.  (3  col.; 
ail.) 

A  l'aide  d'une  substitution  linéaire,  appliquée  à  l'expression  de 
la  somme  des  carrés  des  erreurs,  l'auteur  obtient  une  transfor- 
mation de  cette  expression,  au  moyen  de  laquelle  il  établit  très- 
simplement  l'expression  générale  donnée  par  Gauss  pour  le  poids 
d'une  fonction  quelconque. 

Glasenappe  (S.-V.). — -Sur  l'apparition  de  la  comète  d'Encke 
en  1871.  (11  col.;  ail.) 

Kaukine  (A.).  —  Sur  le  théorème  de  Poisson  et  son  réciproque. 
{5  col.) 

On  démontre,  comme  on  sait,  que,  (f  et  ^|>  étant  deux  intégrales 
quelconques  d'un  système  canonique,  la  fonction  (cp,  ^j;)  en  est 
aussi  une  intégrale;  mais  la  proposition  réciproque  n'a  pas  encore 
été  démontrée.  L'auteur  établit  les  deux  théorèmes,  en  les  réunis- 
sant dans  une  seule  démonstration. 

Fritsche  (H.).  —  Sur  les  constantes  géographiques  de  Péhing. 
(21  p.,  I  pi.;  ail.) 
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MÉLANGES. 

SUR  UNE  ÉQUATION  TRANSCENDANTE; 
Par  M.  HERMITE. 

Soit  y  (or)  une  fonction  rationnelle  de  la  formule  suivante  : 

A  B  L 

a:  —  a       x  —  0  x  —  / 

les  quantités  «,  ^,.  .  .,  /  étant  toutes  réelles,  et  les  coefficients  A, 
B, .  .  . ,  L  réels  et  positifs  5  je  dis  en  premier  lieu  que  l'équation 

i  -{-  X        „ 

où  a  est  une  constante  positive,  possède  w  -h  i  racines  réelles, 
n  désignant  le  nombre  des  quantités  a^  è, .  .  .  /,  comprises  entre 
—  I  et  4-  I .  Soit,  en  effet,  pour  un  instant, 

F{^)i=loga  j— |-/(.r), 

et  désignons  par  g  et  h  deux  termes  consécutifs  de  la  série 

rt,     b,     c,..  .,     l, 

en  supposant  les  termes  rangés  par  ordre  croissant  de  grandeur,  de 
sorte  que  la  fonction  rationnelle  f{x)  soit  finie  et  continue  lorsque 
la  variable  est  comprise  entre  les  limites  g  et  h. 

Cela  étant,  la  fonction  loga 7  et,  par  suite,  F(x)  sera  elle- 
même  réelle  et  continue  entre  ces  limites,  si  on  les  suppose  infé- 
rieures en  valeur  absolue  à  l'unité  j  or,  ayant  pour  e  infiniment 
petit  et  positif 

F(g- +£)  =  --,     F(/t -£)=  +  ?, 

c  e 

c'est-à-dire  deux  résultats  de  signes  contraires,  nous  en  concluons 
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pour  l'équation  proposée  l'existence  d'une  racine  réelle  comprise 
entre  g  et  h.  J'ajoute  qu'il  n'y  en  a  qu'une 5  car,  en  prenant  la  dé- 
rivée de  F(x),  on  obtient  cette  expression  positive  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  entre  —  i  et  -)-  i,  savoir 


F'(^): 


de  sorte  que  F(x)  va  continuellement  en  croissant  depuis 


[x  —  af       [x  —  bf       '  i^—ly 

G 

£ 

TT 

jusqu'à  H )  et  ne  s'annule  par  conséquent  qu'une  seule  fois.  En 

désignant  donc  par  n  le  nombre  des  quantités  «,  b^.  .  .^  l^  qui  sont 
comprises  entre  — i  et  +  1,  nous  prouvons  ainsi  que  l'équation 
proposée  possède  n  —  i  racines  réelles  \  mais  ayant 

F(— I  4-£)=!oga ) 

quantité  infiniment  grande  et  négative,  on  voit  de  plus  qu'il  existe 
encore  une  racine  comprise  entre  —  i  et  le  terme  le  plus  voisin  de 
la  suite  «,  Z»,. .  . ,  /;  enfin  une  dernière  racine  se  trouve  pareille- 
ment entre  le  terme  le  plus  voisin  de  l'unité  et  l'unité,  attendu  que 
l'expression 

?.  —  £ 

F(i  —  £)=:  loga 

est  infiniment  grande  et  positive. 

En  second  lieu,  je  dis  que  l'équation  proposée  ne  peut  admettre 
aucune  racine  imaginaire  dont  le  module  soit  inférieur  à  l'unité. 
Soit,  en  effet,  x  =  a.  -^^  y  —  1  une  telle  racine  \  on  trouvera  d'abord 

n!  o   I -^  k{a  —  a)  Bix—h) 


^^     '  L(^-«)=+13'"^(a-A;'  +  (5''^-"J' 


Pour  calculer  ensuite  la  valeur,  que  l'on  sait  être  unique  et  entière- 
ment déterminée,  de  l'expression  log •,  lorsque,  conformé- 
ment à  la  supposition  faite,  le  modide  de  x  =  a  -f-  |3  y/ —  i  est  infé- 
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rieur  à  l'unité,  j'emploierai  la  relation,  aisée  à  vérifier, 

T  H-  X  /•  -t-  '      riz 

Or  on  en  déduit,  en  faisant,  pour  un  moment, 

f*^^     dz  T"^'  dz 


r'  ~ 

J-x     P  (  a 


I         2      J-^      pia-[3v-ij-2 

X 


_   r-^'    {py.~z)dz  ,—-  r-^'  dz 

et  l'on  voit  ainsi  que  le  coeflScient  de  (3  y  —  i  est  la  quantité  essen- 
tiellement positive 

Ayant  donc,  pour  ce  même  coefficient  dans  l'expression  de 

une  quantité  qui  est  également  positive,  à  savoir 

A  B 

(a-«)-^+[5-^  "^  (a-  6)=+  [3^  "^•■'' 

nous  reconnaissons  que  la  partie  imaginaii^e  de  F(a  -h  |3  y/ —  i  )  ne 
peut  jamais  s'évanouir,  de  sorte  que  notre  équation  n'admet,  comme 
nous  voulions  l'établir,  que  des  racines  réelles. 
La  relation  précédemment  employée,  à  savoir 

\-\-  X         /*  -i- 1     dz 
log: — -=    /         ; ' 


'—l         X 


donne  lieu  à  cette  remarque  que,  en  posant 

I  -+-  X 
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loga=:    1 

■^-i-i 

dz 

) 

celle  des  valeurs  en  nombre  infini  du  logarithme  qui  se  trouve  ainsi 
représentée  par  l'intégrale  définie  est  l'intégrale  /  — j  en  suppo- 
sant que  la  variable  z  décrive  la  ligne  droite  joignant  les  deux 
points  qui  ont  pour  affixes  i  et  a. 
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Darboux  (G.).  —  Sur  les  tliéorèmes  d'Ivory  relatifs  aux  surfaces 
homofocales  du  2^  degré.  Gr.  in-8°,  1872.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars.  2  fr. 

Ce  petit  volume  de  84  pages  traite  des  propriétés  métriques  focales  des  sur- 
faces du  2^  degré.  Ces  propriétés,  que  Jacobi  a  découvertes  et  déduites  du  théo- 
rème d'Ivory  sur  les  points  correspondants  de  deux  ellipsoïdes,  constituent  une 
généralisation  de  la  propriété  métrique  focale  des  sections  coniques.  L'auteur  en 
rattache  l'examen  à  celui  d'une  transformation  remarquable  déflnie  par  Jacobi. 
Il  étend  les  propositions  relatives  aux  quadriques  à  des  surfaces  plus  générales  : 
les  cyclides,  qui  sont  les  surfaces  du  4"  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour 
ligne  double.  Cette  étude  se  rapporte  au  Mémoire  posthume  de  Jacobi,  et  aux 
travaux  de  M.  Hermès  publiés  récemment  dans  le  Journal  de  Borchanlt,  t.  73, 
p.  179.  T'oir  aussi  Œuvres  de  Jacobi,  t.  III. 

Ofterdinger  (L.-F.). —  Zum  Andenken  an  Johannes  Kepler.  Rede 
gelialten  zur  Feier  des  3oo  jâhrigen  Geburtstages  Keplers,  am 
2j.  December  1871  in  der  oiientliclien  Sitzung  des  Vereins  fur 
Mathematik  und  Naturwissenscliaften  in  Ulm.  —  Ulm,  J.-E. 
Ling,  1872,  in-8''. 

L'auteur  donne  plusieurs  détails  intéressants  sur  Kepler,  sa  vie  et  ses  tra- 
vaux. Il  croit  pouvoir  fixer  avec  une  précision  tout  astronomique  le  lieu  et  la 
date  de  naissance  de  l'illustre  savant.  Kepler  serait  né  à  Weil,  ville  libre  impé- 
riale, le  27  décembre  1571,  à  a'^So'"  de  l'après-midi.  Que  de  personnes  aujour- 
d'hui ne  connaissent  pas  avec  autant  d'exactitude  la  date  de  leur  propre  nais- 
sance ! 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CASORATI  (F.)  :  Le  proprietà  cardinali  degli  strumenti  ottici  axche  non 
CENTRATi.  —  CREMONA  (L.)  :  Le  figure  reciproche  nella  Statica  grafica  ('  ) . 

Le  Mémoire  de  M.  Casorati  est  partagé  en  deux  Sections,  dont 
chacune  est  subdivisée  en  Chapitres.  Le  premier  Chapitre  de  la 
première  Section  comprend  upe  revue  des  travaux  publiés  sur  les 
systèmes  de  lentilles  depuis  i84o,  et  quelques  recherches  critiques 
sur  la  découverte  des  points  nodaux  dans  un  système  centré,  c'est- 
à-dire  dans  un  système  dans  lequel  tous  les  centres  des  calottes 
sphériques  qui  constituent  les  faces  des  lentilles  sont  en  ligne 
droite.  Le  Chapitre  II  est  consacré  à  une  exposition  étendue  des 
propriétés  des  instruments  d'optique,  dans  le  cas  où  les  centres  des 
calottes  sphériques  sont  en  ligne  droite  ou  fort  peu  éloignés  d'une 
même  droite  5  cette  exposition  est  fondée  sur  l'existence  des  six 
points  cardinaux,  et  sur  la  propriété  que  les  images  des  objets  situés 
sur  un  plan  normal  à  la  droite  cardinale  constituent  des  figures 
semblables  à  celles  qui  sont  formées  par  les  objets  et  situées  sur  un 
plan  normal  à  la  droite  cardinale.  Les  Chapitres  lU  et  IV  contiennent 
une  exposition  des  propriétés  principales  des  télescopes  et  des  mé- 
thodes qui  servent  à  la  détermination  du  grossissement  ;  l'auteur  y 
donne  les  méthodes  de  Lagrange,  de  Ramsden  et  deDollond,  fondées 
sur  la  comparaison  des  dimensions,  et  les  méthodes  de  Galilée,  de 
Pouillet,  de  Gauss  et  de  Porro,  fondées  sur  la  comparaison  des 
angles  :  la  dernière  de  ces  méthodes  n'était  point  encore  connue,  et 
parait  être  la  plus  exacte. 

Dans  la  seconde  Section,  l'auteur  traite  analytiquement  le  pro- 
blème, et,  en  étudiant  le  parcours  d'un  rayon  lumineux  qui 
traverse  un  système  optique,  démontre  l'existence  d'une  droite 
cardinale,  c'est-à-dire  telle  qu'elle  contient  un  rayon  incident  et 
le  même  rayon  émergent,  tant  dans  le  cas  théorique  d'un  système 
centré  que  dans  le  cas  réel  d'un  système  qui  n'est  pas  exactement 
centré.    C'est  en  déduisant   d'une  façon  élégante  les  paramètres 


(')  Les  propriétés  cardinales  des  instruments  d'optique,  même  quand  ils  ne  sont  pas 
centrés,  par  F.  Casorati.  —  Les  figures  réciproques  dans  la  Statique  graphique,  par 
L.  Cremona.  —  Milan,  G.  Bernardoni,  1872. 

Bull,  des  Sciences  viathém.  et  astrun.,  t.  IV.  (Février  1873.)  5 
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de  la  droite  émergente  de  ceux  de  la  di^oite  incidente  que  l'auteur 
démontre  l'existence  de  toutes  les  propriétés  admises  ou  énoncées 
dans  la  première  Section. 

En  l'ésumé,  ce  Mémoire,  important  pour  les  ingénieurs  et  pour 
les  fabricants  d'instruments  d'optique,  contient  dans  la  première 
Partie  une  exposition  à  peu  près  complète  des  propriétés  des 
instruments  en  usage,  et  dans  la  seconde  Partie  la  démonstration 
analytique  de  ces  propriétés. 

—  C'est  une  propriété  bien  connue  dans  la  Statique  des  systèmes 
de  forme  invariable  qu'un  système  quelconque  de  forces  peut  se 
composer  d'une  infinité  de  manières  différentes  en  une  résultante 
et  un  couple,  et  qu'à  chaque  point  de  l'espace  correspond  une 
position  particulière  du  plan  du  couple,  de  façon  que,  étant  donné 
un  système  de  forces,  on  peut  faire  correspondre  à  chaque  point 
de  l'espace  un  plan  qui  passe  par  ce  point,  et  vice  versa.  M.  Cre- 
mona  propose  d'appeler  le  point  pôle,  et  le  plan  correspondant 
plan  polaire.  Si  maintenant  on  s'imagine  un  polyèdre  quelconque, 
et  que  l'on  détermine  les  plans  polaires  des  sommets  de  ce  polyèdre 
par  rapport  à  un  système  donné  de  forces,  on  aura  deux  polyèdres 
qui  seront  en  même  temps  inscrits  et  circonscrits  l'un  à  l'autre.  Ces 
deux  polyèdres  sont  dits  réciproques,  et  les  arêtes  de  l'un  sont  les 
droites  conjuguées  aux  arêtes  de  l'autre  par  rapport  au  système  de 
forces  donné,  dans  le  sens  qu'on  donne  aux  mots  droites  conjuguées 
dans  la  Statique.  Les  projections  orthogonales  de  deux  polyèdres 
réciproques  sur  un  plan  normal  à  l'axe  central  des  forces  données 
seront  deux  polygones,  que  l'auteur  appelle  réciproques,  et  dont  la 
propriété  principale  est  que  les  côtés  homologues  sont  parallèles, 
parce  que  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  conjuguées  est 
normale  à  l'axe  central. 

Ces  définitions  étant  établies,  l'auteur  démontre  que  le  polygone 
funiculaire  [Seilpoljgon)  et  le  polygone  des  forces  [K/uïftepolj  - 
gon),  dont  M.  Culmann  a  fait  usage  dans  sou  Traité  :  «  Die  gra- 
phische  Statik  » ,  pour  résoudre  les  problèmes  de  Statique  quand  les 
forces  sont  dans  un  plan,  peuvent  être  considérés  comme  deux  poly- 
gones réciproques,  ce  qui  est  fort  utile  pour  la  construction  effective 
de  ces  diagrammes  5  car  les  côtés  homologues  sont  parallèles.  Si  les 
forces  concourent  en  un  point,  le  diagramme  formé  par  les  lignes 
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d'action  des  forces  (supposées  en  équilibre)  et  par  le  polygone  funi- 
culaire peut  être  considéré  couiuie  la  projection  d'une  pyramide  qui 
a  n  faces  latérales,  tandis  que  le  polygone  des  forces,  avec  les  droites 
qui  projettent  ses  sommets  d'un  point  qui  a  été  fixé  auparavant 
pour  construire  le  polygone  funicidaire,  peut  être  considéré  comme 
la  projection  d'une  pyramide  réciproque  de  la  première. 

Si  les  forces  ne  concourent  pas  en  un  point,  il  faut  construire 
deux  polygones  funiculaires  qui  correspondent  à  deux  points  o  et 
o'  du  pian  j  dans  ce  cas,  le  diagramme  formé  par  les  deux  polygones 
funiculaires  et  les  lignes  d'action  des  forces  est  la  projection  d'un 
solide  terminé  par  deux  polygones  et  des  faces  latérales  quadrila- 
tères 5  le  diagramme  foi^mé  par  le  polygone  des  forces  et  les  droites 
qui  joignent  ses  sommets  aux  deux  points  o  et  o'  est  la  projection 
d'un  polyèdre  réciproque  du  premier  et  formé  par  deux  pyramides 
dont  les  faces  latérales  se  coupent  deux  à  deux  suivant  un  polygone 
gauche.  En  considérant  sous  ce  point  de  vue  les  deux  diagrammes, 
on  a  facilement  ces  deux  théorèmes  importants  :  i°  les  points 
d'intersection  des  côtés  homologues  des  deux  polygones  funicu- 
laires sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  droite  00' -^  1^  la  ligne 
d'action  de  la  résultante  d'un  certain  nombre  de  forces  consécutives 
passe  par  un  point  qui  est  l'intersection  des  deux  côtés  du  polygone 
funiculaire  qui  partent  ou  arrivent  respectivement  des  lignes 
d'action  des  forces  extrêmes. 

L'auteur  considère  ensuite  un  polyèdre  qui  a  un  bord,  et  à  ce 
polyèdre  il  joint  une  pyramide  qui  a  son  sommet  en  un  point 
quelconque  de  l'espace,  et  pour  ligne  directrice  le  bord  du  polyèdre 
donné  \  la  projection  du  polyèdre  réciproque  sur  un  plan  peut  être 
considérée  comme  le  schéma  d'un  treillis  ;  les  projections  des  arêtes 
qui  correspondent  au  bord  de  l'autre  polyèdre  peuvent  être  con- 
sidérées comme  les  lignes  d'action  des  forces  extérieures,  tandis 
que  les  projections  des  côtés  du  bord  de  l'autre  polyèdre  mesurent 
la  grandeur  de  ces  forces.  En  faisant  alors  éloigner  jusqu'à  l'infini, 
toujours  perpendiculairement  au  plan  des  figures,  le  sommet  de  la 
pyramide  auxiliaire,  le  plan  correspondant  dans  la  figure  réciproque 
devient  le  plan  à  l'infini,  et  les  deux  diagrammes  se  réduisent,  l'un 
au  schéma  du  treillis  et  aux  lignes  d'action  des  forces,  l'autre  à  un 
polygone  qui  mesure  la  grandeur  des  forces  extérieures  et  des 
elTorts  extérieurs.  Étant  donné  le  premier  polygone,  il  faut,  poiu* 

5. 
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construire  le  second,  tenir  compte  de  cette  règle  :  dans  le  polygone 
des  forces  extérieures  doivent  se  suivre  les  côtés  équivalents  à  des 
forces  dont  les  lignes  d'action  appartiennent  au  contour  d'un  même 
polygone,  lequel  correspond  au  point  d'intersection  des  deux  côtés. 
Nous  avons  donc,  pour  construire  les  droites  qui  mesurent  la 
grandeur  des  efforts,  à  construire  un  polygone  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  côtés  d'un  polygone  donné,  étant  connue  seulement 
la  grandeur  de  quelques-uns  des  côtés  du  polygone  à  construire 
(les  côtés  qui  représentent  les  forces  extérieures).  L'auteur  dé- 
montre qu'il  est,  pour  cela,  nécessaire  de  partir  d'un  noeud  où  ne 
concourent  que  deux  seuls  éléments  du  treillis,  parce  qu'à  ce  nœud 
correspond  un  triangle  dont  un  côté  est  commun. 

Après  avoir  donné  une  méthode  pour  reconnaître  si  un  tirant  du 
treillis  est  étiré  ou  comprimé,  l'auteur  passe  à  une  série  d'applica- 
tions, et  donne  les  diagrammes  relatifs  à  un  pont,  à  une  remise  de 
locomotives,  à  un  pont  suspendu,  etc.  E.  P. 


BACHJMANN  (P.),  a.  o.  Professer  an  der  Universilat  Breslau.  —  Die  Lehre  vox 
DER  Kreistheilung  und  mRE  BeziehuiNGen  zur  Zahlextheorie.  —  Leipzig, 
Teubner;  1872  {'). 

L'Ouvrage  de  M.  Bachmann  traite  d'une  théorie  qui  a  trouvé  son 
origine  dans  les  belles  recherches  de  Gauss,  relatives  à  l'équation  bi- 
nôme, et  publiées  dans  les  Disquisitiones  arithmeticce  (Section  VII). 
Le  problème  suivant  :  Inscrire  dans  un  cercle  unpoljgone  régulier 
d'un  nombre  de  côtés  donné,  est  un  des  plus  anciens  que  se  soient 
proposés  les  géomètres.  Pythagore,  Euclide  ont  connu  la  solution 
des  cas  simples  de  ce  problème.  Gauss,  en  introduisant  dans  l'étude 
de  cette  question  des  principes  analytiques  nouveaux  et  d'une  grande 
importance,  a  seul  ajouté  quelque  chose  d'essentiel  à  la  solution 
des  anciens  géomètres,  en  montrant  qu'on  saura  diviser  la  circonfé- 
rence en  p  parties  égales  toutes  les  fois  que  p  sera  un  nombre  pre- 


(')  Bacumann  (P.),  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Breslau  :  Théorie  de 
la  division  du  cercle  et  ses  rapports  avec  la  théorie  des  nombres.  In-8°,  3oo  pages. 
Prix  :  9  fr.  jo. 
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mier,  p —  i  étant  une  puissance  de  2.  Grâce  à  ces  reclierclies,  la 
théorie  de  la  division  du  cercle  est  devenue,  en  quelque  sorte,  un 
point  central,  autour  duquel  viennent  se  grouper  naturellement 
plusieurs  questions  importantes  d'Algèbre,  de  Géométrie  et  d'Arith- 
métique supérieure. 

On  peut  trouver  dans  l'étude  de  ces  questions  des  éléments  natu- 
rels d'un  Cours  intéressant  et  utile  sur  la  Théorie  des  nombres. 
M.  Stern,  à  Goettingue,  a  pris  plusieurs  fois  cette  portion  de  la 
Théorie  des  nombres  pour  sujet  de  ses  leçons,  et  M.  Baclimann  doit 
à  l'obligeance  de  M.  Kronecker  la  communication  d'une  rédaction 
des  leçons  de  Jacobi  sur  le  même  sujet.  Hàtons-nous  de  dire  cepen- 
dant que  le  Livre  de  M.  Baclimann  est  une  oeuvre  personnelle,  et 
non  la  reproduction  des  leçons  de  Jacobi. 

Le  Livre  deM.  Bachmann  est  divisé  en  Leçons.  Les  cinq  premières 
sont  consacrées  aux  propriétés  des  racines  de  l'équation  binôme  et 
aux  différentes  démonstrations  qu'on  a  données  de  l'irréductibilité 
de  l'équation  dont  dépend  la  division  du  cercle.  On  sait  que  ce  pro- 
blème se  ramène  immédiatement  à  la  résolution  de  l'équation  aux 
racines  primitives  de  l'équation  binôme  d'un  degré  donné.  Cette 
équation  est  irréductible,  et  plusieurs  démonstrations  différentes 
ont  été  données  de  cette  propriété  essentielle  de  l'équation.  L'auteur 
expose  celles  de  Kronecker,  d'Eisenstein,  d'Arndt. 

Les  trois  Leçons  suivantes  ont  pour  objet  l'exposition  de  la  mé- 
thode de  Gauss  et  l'application  de  cette  méthode  à  quelques 
exemples.  Le  reste  de  l'Ouvrage  comprend  les  applications  de  cette 
théorie  à  l'étude  des  résidus  quadratiques,  de  la  décomposition  des 
nombres  en  carrés,  des  résidus  biquadratiques  et  de  la  loi  de  réci- 
procité pour  ces  résidus,  des  résidus  cubiques  et  des  nombres  com- 
plexes, des  formes  quadratiques  et  de  l'équation  de  Pell. 

L'exposition  nous  a  paru,  en  général,  claire  et  satisfaisante,  et 
nous  ne  doutons  pas  que  l'Ouvrage  soit  utile  aux  personnes,  mal- 
heureusement trop  peu  nombreuses,  qui  s'occupent  de  la  Théorie 
des  nombres. 
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WOLF  (D''  Rudolf),  Professer  in  Zurich.  —  HANnBUcn  der  Mathematik, 
Phvsik,  Geodasie  und  Astronomie.  Mit  zahlreichen  in  den  Text  einge- 
druckten  Holzstichen.  —  Ziirich,  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Schulthess; 
1869-1872  ('). 

Ce  Manuel  est  un  développement  du  Recueil  abrégé  (^),  publié 
par  l'auteur  il  y  a  plusieurs  années,  et  dont  la  4*^  édition  a  paru  en 
1869.  Le  plan  des  deux  Ouvrages  est  le  même,  à  l'étendue  près,  et 
leurs  tables  des  matières  ne  diffèrent  que  par  les  cliiffres  de  la  pagi- 
nation 5  de  sorte  qu'en  parlant  du  Handbuch  nous  ferons  connaître 
en  même  temps  le  Tasclienhucli.  Cependant,  outre  le  développe- 
ment plus  grand  des  détails,  le  Manuel  présente  une  addition  im- 
portante, celle  de  courtes  indications  historiques  et  bibliographi- 
Cjues  sur  les  principaux  auteurs  c[ui  ont  traité  des  matières  conte- 
nues dans  chaque  Chapitre,  indications  précieuses,  telles  cju'on  les 
pouvait  attendre  d'un  auteur  aussi  versé  dans  l'histoire  des  Sciences 
que  M.  Wolf. 

Le  premier  Volume  de  l'Ouvrage  est  consacré  aux  Mathémati- 
ques et  à  la  Physique  générale.  Il  se  divise  en  quatre  Sections  : 

A.  Arithmétique  (comprenant  l'Algèbre  et  le  Calcul  infinitési- 
mal) \ 

B.  Géométrie  (élémentaire  et  analytique) 5 

C.  Mécanique; 

D.  Physique. 

On  ne  peut  s'attendre  à  trouver,  dans  un  espace  aussi  restreint 
(3o6  pages),  un  traité  complet  de  ]Mathématiques  j)ures  et  appli- 
quées. L'auteur  a  du  se  borner  à  donner  les  formules  et  les  con- 
structions qui  sont  d'un  usage  fréquent,  principalement  dans  les  ap- 
plications astronomiques.  Il  en  est  de  môme  des  notions  succinctes 
de  Mécanique  et  de  Physicjue.  Ces  dernières  contiennent  surtout 
les  résultats  et  leur  expression  en  formules  ;  mais  les  nombreux 
renseignements  bibliographiques  qui  les  accompagnent  mettent  le 


(')  Wolf  (D""  R.),  professeur  à  Zurich.  —  Manuel  de  Mathématiques,  de  Physique, 
de  Géodésie  et  d^ Astronomie.  Avec  de  nombreuses  figures  dans  le  texte.  —  Zurich, 
1869-1872;  2  vol.  gr.  in-S"  (/jg^-^Sg  p.).  Prix  :  33  fr. 

(-)  Taschenbuch  fi'ir  Mathematik,  Physik,  Geodasie  und  Astronomie.  !\.  umgear- 
Leitete  Auflage  mit  Holzschnitten  und  Tabcllen.  —  Ziirich,  Fr.  Schulthess,  1869; 
I  vol.  in-18  (432  p.). 
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lecteur  à  même  de  compléter  par  ses  propres  reclierclies  les  indica- 
tions sommaires  du  texte. 

Dans  ces  indications  si  utiles,  les  noms  propres  sont  générale- 
ment transcrits  avec  soin.  Il  faut  en  excepter  pourtant  le  nom  de 
l'illustre  physicien  à  qui  l'on  doit  la  découverte  de  l'induction  : 
M.  Wolf  le  désigne  constamment  sous  le  nom  de  Faradey,  tandis 
que,  sur  les  titres  de  ses  Mémoires,  que  nous  avons  sous  les  yeux 
et  dont  plusieurs  portent  quelques  mots  écrits  de  la  main  de  l'au- 
teur lui-même,  nous  lisons  toujours  Faraday . 

Le  second  Volume  est  consacré  aux  différentes  brandies  de  l'As- 
tronomie, et  forme  un  véritable  Traité  pratique  de  cette  science.  Il 
se  divise,  comme  le  premier,  en  quatre  sections  : 

E.  Notions  préliminaires^ 

F.  La  Terre  et  la  Lune  \ 

G.  Le  Système  solaire; 

H.  La  Constitution  de  l'Univers. 

La  section  G  contient  quelques  développements  de  Mécanique 
céleste,  et  l'auteur  y  établit  les  formules  pour  la  perturbation  des 
planètes  et  de  la  Lune. 

A  cliacun  des  deux  Volumes  sont  jointes  des  tables  numériques  et 
astronomiques.  Nous  y  remarquons  aussi  une  table  historique, 
indiquant,  en  i5  pages,  la  date  des  principaux  événements  scientifi- 
ques depuis  l'antiquité. 

En  terminant  cet  article,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de 
signaler  à  nos  lecteurs  les  intéressants  volumes  qu'a  publiés 
INI.  R.  Wolf  sur  la  biographie  des  savants  célèbres  de  la  Suisse  ('). 
Nous  connaissons  peu  de  lectures  plus  attachantes  que  celle  de  l'his- 
toire scientifique  de  ce  pays  privilégié,  qui  a  donné  aux  Mathéma- 
tiques Euler  et  l'illustre  dynastie  des  Bernoulli. 

J.  H. 


('  )  Biographien  zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz.  Zurich,  1 858-1 862  ;  l\  vol.  in-8°. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
T.  LXXV,  2*  semestre  1872. 

N°  1.  Séance  do  l^-^  juillet  1872. 

BouRGET  (  J.).  —  Théorie  mathématique  du  moiwement  d'une 
co/'de  dont  une  des  extrémités  possède  un  mouvement  périodique 
donné. 

Duhamel,  le  premier,  avait  étudié  le  cas  où  l'une  des  extrémités 
de  la  corde  était  animée  d'un  mouvement  vibratoire  déterminé 
perpendiculaire  à  la  direction  de  la  corde  au  repos  [Journal  de 
Mathématiques,  t.  VIII,  i843).  M.  Bourget  a  repris  et  complété 
cette  théorie,  à  laquelle  Duhamel  avait  donné  peu  de  développe- 
ments. Les  résultats  de  l'Analyse  permettent  d'expliquer  un  grand 
nombre  de  circonstances  singulières,  et  en  particulier  celles  qui 
ont  été  observées  par  Melde. 

Marie  (Max.).  —  Sur  quelques  propriétés  générales  de  l'en- 
veloppe imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu  plan. 

L'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'une  cowrhe  f  [x .,  j)  =  o 
est,  suivant  M.  Marie,  le  lieu  des  points  imaginaires  de  contact 
des  tangentes  au  lieu  total y(x,j)^)  =0,  dont  les  coefficients  an- 
gulaires sont  réels. 

Voici  quelques-unes  des  propriétés  signalées  par  l'auteur  : 

La  développée  de  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  d'un  lieu 
est  l'enveloppe  imaginaire  des  conjuguées  de  la  développée  du  lieu, 
et  réciproquement.  Les  intégrales  rectifîcatrices  de  l'enveloppe  réelle 
et  de  l'enveloppe  imaginaire  d'un  même  lieu  ont  toujours  les 
mêmes  périodes,  au  facteur  y  —  i  près. 

Resal  (H.).  —  Equations  générales  du  mouvement  d'un  corps 
solide  rapporté  à  des  axes  mobiles. 

F0URNIER.    —    Résumé    d'une    méthode   nouvelle    et   rapide 
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pour  la  régulation  des  compas,  à  la  mer,  dans  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

N°  2.  Séance  do  8  jaillel  1872. 

N«  3.  Séance  da  15  juillet  1872. 

Pambour  (de).  —  Sur  la  théorie  de  la  roue  à  réaction. 

Respighi  (L.).  —  Réponse  aux  critiques  présentées  par  le 
P.  Secchi,  à  propos  des  observations  faites  sur  quelques  particu- 
larités de  la  constitution  du  Soleil. 

N«  4.  Séance  du  22  juillet  1872. 

Le  Verrier.  —  Sur  les  masses  des  planètes  et  la  parallaxe  du 
Soleil. 

M.  Le  Verrier  pense  que  l'époque  est  arrivée  où  la  détermination 
directe  de  la  masse  de  la  Terre  peut  être  obtenue  par  l'emploi  des 
variations  séculaires  des  éléments  des  orbites  des  planètes  avec  une 
précision  tout  au  moins  égale  à  celle  que  comporte  l'observation 
directe  de  la  parallaxe  du  Soleil. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  condition  pour  qu'une  famille  de  sur- 
faces données  puisse  faire  partie  d'un  système  ortliogonal. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Sur  les  lignes  de  faite  et  de  thalweg. 

N°  5.  Séance  do  29  juillet  1872. 

ViLLARCEAu  (Yvou),  —  Sur  un  nouveau  théorème  de  Mécanique 
générale. 

Ce  théorème  est  traduit  algébriquement  par  l'équation  suivante  : 

m  est  la  masse  d'un  point  matériel  quelconque  du  système,  v  est  sa 
vitesse,  et  r  le  rayon  vecteur  du  point,  c'est-à-dire  sa  distance  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  /est  la  force,  supposée  attractive,  que 
les  deux  masses  m  et  m'  exercent  l'une  sur  l'autre  ;  A  désigne  leur 
distance  (si  la  force  était  répulsive,  il  faudrait  considérer  la  valeur 
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de  y  comme  négative)  ;  R  est  la  force  extérieure  au  système  agissant 
sur  la  masse  m. 

M.  Villarceau,  en  rappelant  un  tliéorème  de  M.  Clausius  :  la 
force  vive  mo jeune  d'un  système  est  égale  au  viriel,  qui  présente 
quelque  analogie  avec  celui  qu'on  vient  d'énoncer,  fait  observer 
que  ces  deux  théorèmes  ne  sauraient  être  confondus^  car  l'emploi 
des  moyennes  et  d'autres  considérations  ont  fait  disparaître  du 
théorème  de  M.  Clausius  les  termes 


d^l 


I  a'^zm 


--^If- 


4       dp 

Cayley  (A.).  —  Suj'  la  condition  pour  qu'une  famille  de  sur- 
faces dojinées  puisse  faire  partie  d'un  système  orthogonal. 
Suite  du  Mémoire  de  la  séance  précédente. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Sur  une  majùère  simple  de  déter/ni/ier  ex- 
périmentalement la  résistance  au  glissement  maximum  dans  un 
solide  ductile,  homogène  et  isotrope. 

N°  6.  Séance  dii  5  août  1872. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  V éruption  solaire  observée  le  'j  juillet, 
et  sur  les  phénomènes  qui  l'ont  accompagnée. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  orthogonales. 

Etant  donnée  une  surface  d'une  famille  de  surfaces  qui  fait  partie 
d'un  système  orthogonal,  on  peut  se  proposer  de  trouver  de  la 
manière  la  plus  générale  cette  famille  de  surfaces.  M.  Cayley 
aborde  cette  question  en  cherchant  à  développer  les  trois  coor- 
données suivant  les  puissances  d'un  paramètre  ^  il  indique  les  trois 
premiers  termes  des  trois  développements  5  les  formes  obtenues 
(p.  384)  sont  remarquables. 

N°  7.  Séance  da  12  août  1872. 

Villarceau  (Yvon).  —  Suite  aux  applications  du  nouveau 
théorème  de  Mécanique  générale  à  l'équilibre  des  gaz,  présentées 
dans  la  séance  du  2^  juillet. 
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Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  ortliogonales. 
Suite  et  fin  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  précédente. 

MM.  Le  Verkier  et  Wolf  communiquent  une  Note  des  étoiles 
filantes  observées  les  9,  10  et  11  août  1872. 

MoRiN  (Le  général).  —  Rapport  sur  un  3Iémoire  présenté  par 
31.  Grraeff,  ayant  pour  titre  :  «  De  l' action  que  la  digue  du 
Pinay  exerce  sur  les  crues  de  la^Loire,  à  Roanne  » , 

]NL  le  général  Morin  conclut  en  ces  termes  : 

«  L'analyse  que  nous  venons  de  faire  du  nouveau  Mémoire  de 
]M.  GraelF montre  que,  si  la  méthode  simple  d'observation  adoptée 
par  l'auteur  exige  du  temps  et  de  la  persévérance,  elle  a,  d'une 
autre  part,  l'avantage  de  conduire  à  des  résultats  certains,  conformes 
à  l'ensemble  des  faits,  et  c[ui  peuvent  servir  de  base  à  l'étude  des 
graves  questions  que  soulève  le  fléau  des  inondations.  Les  appli- 
cations que  l'auteur  en  a  faites  ont  été  assez  heureuses  pour  que 
son  exemple  soit  imité  par  les  ingénieurs,  et,  en  les  portant  à  la 
connaissance  du  public,  il  aura  fait  faire  à  la  science  de  l'Hydrau- 
lique un  progrès  considérable  et  fécond.  » 

]S"°  8.  Séance  du  19  août  1872. 

Marie  (Max.).  —  Déteri?iinatioTi  du  périmètre  de  la  région  de 
coni^ergence  de  la  série  de  Taylor  et  des  portions  des  différentes 
conjuguées  comprises  dans  cette  région,  ou  construction  du  tableau 
général  des  valeurs  d' une  foîiction  que  peut  fowjiir  le  développe- 
ment de  cette  fonction  suivant  la  série  de  Taylor. 

N°  9.  Séance  du  26  août  1872. 

Le  Verrier.  —  Détermination  des  actiojis  mutuelles  de  Jupiter 
et  de  Saturne,  pour  servir  de  base  aux  théories  respectives  des 
deux  planètes. 

Dans  la  séance  du  20  mai,  M.  Le  Verrier  avait  présenté  à  l'Aca- 
démie un  ensemble  de  recherches  relatives  aux  théories  des  quatre 
grosses  planètes  du  système  solaire  5  il  communique  aujourd'hui 
la  partie  du  travail  commune  aux  actions  mutuelles  de  Jupiter  et  de 
Saturne  -,  cette  partie  est  prête  pour  l'impression. 
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Peters  (C).  —  Lettre  relative  à  la  découvej^te  de  deux  nou- 
velles petites  planètes,  désignées  provisoirement  par  (^  et  (S). 

Marie  (Max.),  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  simples 
et  de  leurs  périodes. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  constitution  physique  du  Soleil. 

RiBAucouR  (A.).  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  sur- 
faces. 

Après  avoir  indiqué  quelques  résultats  relatifs  à  la  représentation 
sphérique  des  surfaces,  M.  Ribaucour  exprime,  à  l'aide  des  coor- 
données imaginaires  employées  par  M.  O.  Bonnet,  la  condition 
pour  qu'une  famille  de  surfaces  appartienne  à  un  système  triple- 
ment orthogonal,  condition  déjà  donnée  d'après  une  autre  méthode 
par  M.  Cayley,  dans  la  séance  du  22  juillet  1872. 

GaspAris  (de).  — Lettre  sur  le  Jiouveau  théorème  de  Méca- 
nique que  M.  Killarceau  a  fait  connaître  dans  la  séance  du 
1^  juillet  1872. 

Le  Verrier  et  Ch  a  pelas.  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  des 
8,  9,  10  et  II  août  1872. 

NMO.  Séance  du  2  septembre  1872. 

Marie  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  doubles 
et  de  leurs  périodes. 

M.  Marie  se  propose  de  faire,  pour  la  théorie  des  intégrales 
doubles,  ce  qu'il  a  fait  dans  le  Mémoire  précédent  (séance  du 
26  août)  pour  les  intégrales  simples  :  la  dégager  de  toutes  considé- 
rations géométriques. 

Première  Partie  :  Définition  et  évaluation  d'une  intégrale  double 
prise  entre  des  limites  imaginaires. 

N°  11.  Séance  du  9  septembre  1872. 

Secchi  (Le  P.).  —  Observation  des  variations  des  diamètres 
solaires;  observation  des  protubérances  et  de  la  chromosphère  ; 
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observation  des  étoiles  filantes  ;  aurore  boréale  observée  à  Rome 
le  10  août,  à  10  heures  du  matin. 

Marie  (Max.).  —  Tliéorie  élémentaire  des  intégrales  doubles 
et  de  leurs  périodes  (suite). 

Théorème  de  l'indépendance  de  la  valeur  de  l'intégrale  double 
et  des  valeurs  intermédiaires  des  variables,  les  limites  restant  les 
mêmes. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  lignes  défaite  et  de  thalweg  :  réponse 
aux  observations  de  M.  Boussinesq . 

Voir  séances  du  3  juin  et  du  22  juillet  1872. 

Tarry.  —  Sur  la  constitution  de  l'essaim  d'étoiles  filantes 
d'août. 

N"  12.  Séance  da  16  septembre  1872. 

Faye.  —  Note  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Hirn  sur  les  con- 
ditions d'équilibre  et  sur  la  nature  probable  des  anneaux  de 
Saturne. 

MoRiN  (Le  général).  —  Note  sur  le  Traité  de  Balistique  exté- 
jneure  de  M.  le  général  major  Mayevski . 

Cet  Ouvrage,  dont  l'édition  russe,  publiée  en  1870,  est  divisée 
en  douze  Chapitres,  constitue  un  Traité  complet  sur  la  question. 

Marie  (Max.).  —  Tliéorie  élémentaire  des  intégrales  doubles 
et  de  leurs  périodes  (suite). 

Des  périodes  des  intégrales  doubles. 

OuDEMANS  (Le  D"").  —  Extrait  du  Rapport  général  des  obser^ 
vations  faites  aux  Indes  néerlandaises  sur  l'éclipsé  totale  de 
Soleil  du  1 2  décembre  1 87 1 ,  rédigé  sur  les  Rapports  des  diffé- 
rents observateurs,  par  M.  le  D''  Oudemans . 

NM3.  Séance  do  23  septembre  1872. 

Marie  (Max.).  —  Tliéorie  des  résidus  des  intégrales  doubles. 

Le  VEAU.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  planète  @. 

Zeuthen  (G.).  —  Résultats  d'une  recherche  des  caractéristiques 
des  sjstèmes  élémentaires  de  quartiques. 
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Cette  première  étude  d'une  question  délicate  et  difficile  donne 
le  moyen  de  trouver  les  caractéristiques  des  systèmes  élémen- 
taires de  quartiques,  et  montre  quelles  sont  leurs  courbes  excep- 
tionnelles. 

N°  14.  Séance  da  30  septembre  1872. 

Bertrand  (J.).  —  Sur  la  démonstration  de  la  formule  qui  re- 
présente V action  élémentaire  de  deux  courants. 

Le  premier  théorème,  démontré  expérimentalement  par  Ampère, 
consiste  en  ce  que  deux  courants  de  même  extrémité,  et  toujours 
très-voisins  l'un  de  l'autre,  exercent  la  même  action  sur  un  conduc- 
teur mobile,  quelles  que  soient  les  sinuosités  de  la  route  parcourue 
par  l'un  d'eux.  D'après  le  second  théorème,  l'action  exercée  par  un 
conducteur  fermé  quelconque  sur  un  élément  est  normale  à  cet 
élément.  Ces  deux  lois  expérimentales,  découvertes  par  Ampère, 
indépendamment  l'une  de  l'autre,  sont  celles  dont  Ampère  a  su 
déduire  la  loi  des  attractions  électrodynamiques.  M.  Bertrand  dé- 
montre, dans  cette  Note,  que  ces  deux  lois  ne  sont  pas  distinctes  en 
réalité,  comme  on  l'a  cru  jusqu'ici,  et  que  la  première  est  la  con- 
séquence nécessaire  de  la  seconde. 

Chasles.  —  Détermination  immédiate,  par  le  principe  de  cor- 
respondance, du  nombre  des  points  d' intersection  de  deux  courbes 
d^  ordre  quelconque,  qui  se  trouvent  à  distance  finie . 

M.  Chasles  déduit  du  principe  de  correspondance  une  démon- 
stration immédiate  de  cette  proposition  fondamentale  :  «  Deux 
courbes  d'ordre  p  et  p'  oui  toujours  pp'  points  communs,  réels  ou 
imaginaires  »,  l'ordre  p  d'une  courbe  étant  défini  seulement  par 
cette  propriété  géométrique,  que  la  courbe  est  rencontrée  en 
p  points,  réels  ou  imaginaires,  par  une  droite  quelconque. 

Le  second  théorème,  démontré  par  M.  Chasles  à  l'aide  du  même 
principe,  est  le  suivant  : 

Lorsque  deux  courbes  d'ordre  p  et  p'  sont  représentées  par  les 
deux  équations 

de  degrés  p  et  p\  dans  lesquelles  les  puissances  supérieures  de  x 
et  j  sont  ni^  /z,  etni'^  n'^  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection 
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situés  à  distance  finie  est 

pp'  —  {p  —  m){p'  —  m')-{p  —  n){p'  —  n')~  w, 

(ù  étant  le  nombre  des  points  d' intersection  des  deux  courbes  qui 
peuvent  se  troui^er  à  l'injini,  autres  que  ceux  qui  s'j  trouvent  sur 
les  axes  de  coordonnées,  en  nombre 

{p-m){p'  -m')^{p-n)  [p'  -n'). 

Il  faut  observer  que  la  détermination  de  la  quantité  o)  peut  deve- 
nir souvent  fort  délicate,  lorsqu'il  y  a  des  points  multiples  communs 
à  l'infini,  pour  lesquels  plusieurs  asymptotes  coïncident. 

Secchi  (Le  P.).  —  Reclierches  spectroscopiques  solaires. 

M.  Bertrand  présente  à  l'Académie  un  Ouvrage  posthume  de 
M.  Duhamel,  intitulé  :  «  Essai  d'une  application  des  méthodes  à  la 
science  de  l'homme  moral.  « 

Marie  (Max.).  —  Théorie  des  résidus  des  intégrales  doubles 
(suite  et  fin). 

Tisserand.  —  Sur  le  mouvement  des  planètes  autour  du  Soleil, 
d'après  la  loi  électrodjnamique  de  Weber. 

D'après  cette  loi,  la  force  qui  produit  le  mouvement  de  la  planète 
autour  du  Soleil  est 

„ fm\}.  l  I  dr"-        2      d'^r\ 

~'~7^  y  ~7?dr^~^h'''  dF/' 

où  y  est  la  constante  de  l'attraction  universelle,  m  la  masse  de  la 
planète,  [x  la  somme  de  cette  masse  et  de  celle  du  Soleil,  /'  la  dis- 
tance de  la  planète  au  Soleil,  et  h  la  vitesse  avec  laquelle  l'attrac- 
tion se  propage  dans  l'espace. 

L'intégration  des  équations  du  mouvement  a  été  faite  rigoureu- 
sement à  l'aide  des  fonctions  elliptiques.  M.  Tisserand  s'est  pro- 

posé  d'obtenir  des  formules  approchées  en  posant  F  =  '-— ^ f-  Fj, 

et  en  regardant  Fj  comme  une  force  perturbatrice  5  et  il  arrive  à  la 
conclusion  suivante  :  «  Dans  la  loi  de  Weber,  les  éléments  ellip- 
tiques restent  les  mêmes  que  dans  la  loi  de  Nev\'ton  5  la  longitude 
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du  périhélie  seule  se  trouve  augmentée  dcy^  -  t,  quantité  d'autant 
plus  grande  que  la  planète  est  plus  rapprochée  du  Soleil.  » 

Stephan.  —  Ephéméride  et  éléments  de  la  planète  (J^,  décou- 
verte par'  M.  Peter  s,  à  Clinton,  le  3i  août  1872. 

Luther  (R-).  —  Observation  de  la  planète  (95),  faite  à  l'Ob- 
servatoire de  Bilk-Diïsseldorf. 

N**  15.  Séance  du  7  octobre  1872. 

Faye.  —  Note  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Clerk  Maxwell 
sur  la  stabilité  des  anneaux  de  Saturjie. 

Le  Mémoire  de  M.  Clerk  Maxwell,  analysé  par  M.  Airy,  en 
1 809,  dans  les  Montlilj  Notices  de  la  Société  Royale  Astronomique 
de  Londres,  a  pour  objet,  comme  celui  de  M.  Hirn,  présenté  dans 
la  séance  du  16  septembre  1872,  l'étude  de  la  stabilité  des  anneaux 
de  Saturne.  Voici  la  conclusion  de  M.  Faye  :  «  Malgré  la  haute  im- 
portance de  la  belle  étude  de  M.  Maxwell,  je  crois  qu'on  lira  avec 
intérêt  le  travail  de  notre  savant  correspondant,  M.  Hirn,  dans 
lequel  la  question  me  parait  avoir  été  traitée  peu*,-ètre  avec  moins 
de  généralité  mécanique,  mais  avec  un  remarquable  sentiment  de 
la  réalité  physique.  L'opinion  de  M.  Hirn  sur  les  réactions  ther- 
miques engendrées  dans  des  anneaux  fluides  mérite  particulièrement 
d'être  rapprochée  de  celle  de  M.  Maxwell,  qui  a  abordé  également 
ce  genre  de  considérations.  » 

Struve  (O.).  —  Sur  V exactitude  qui  doit  être  attribuée  à  la 
valeur  du  coefficient  cojistant  de  i aberration  déterminée  à 
Poulhova. 

M.  Struve  pense  qu'il  faut  accepter  la  valeur  20",  44^  comme 
coefficient  constant  de  l'aberration,  et  qu'on  doit  admettre  pour 
cette  valeur  une  erreur  probable  de  o",  017. 

Caligny  (de).  — Sur  les  effets  de  la  communication  latérale  du 
m,ouvement  d'un  cours  d'eau  qui  traverse  un  réservoir,  et  sur  les 
dépôts  ou  bancs  de  sable  qui  en  résultent. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Sur  les  lignes  de  faite  et  de  thalweg. 
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N°  16.  Séance  du  14  octobre  1872. 

M.  Tresca  fait  connaître  à  l'Académie  que  la  Commission  inter- 
nationale du  mètre,  dont  il  est  un  des  secrétaires,  et  dont  un  assez 
grand  nombre  de  ses  confrères  font  partie,  a  terminé  ses  délibéra- 
tions 5  il  présente  le  Relevé  rnéthodic/ue  des  résolutions  de  la 
Commission  internationale  du  mètre,   réunie  à  Paris  en  1872. 

ViLLARCEAu  (Yvou).  —  Sur  la  constante  et  V aberration  de  la 
vitesse  de  la  lumière,  considérées  dans  leurs  rapports  avec  le  m.ou- 
vement  absolu  de  la  translation  du  système  solaire. 

Bertrand  (J.). —  Observations  présentées  à  V  occasion  du  dernier 
cahier  du  Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  pu- 
blié à  Berlin  (t.  75,  i*"^  cabier). 

Dans  ce  cabier  du  Journal  de  Mathématiques,  M.  Helmboltz 
discute  les  objections  nombreuses  soulevées  par  sa  tbéorie  nou- 
velle des  actions  électrodyiiamicjues,  et  en  particulier  celles  que 
M.  Bertrand  avait  présentées  dans  les  Comptes  rendus  de  V  aca- 
démie des  Sciences  (séance  du  23  octobre  1871).  M.  Bertrand 
examine  l'objection  décisive  qu'il  avait  adressée  à  M.  Helmboltz, 
et  démontre  l'impossibilité  absolue  de  la  réponse  proposée  par  ce 
physicien. 

Marie  (Max.) .  —  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy  à  l'étude 
des  intégrales  doubles,  ou  théorie  des  contours  élémentaires  dans 
l'espace. 

Massieu  (F.).  —  Note  sur  la  loi  des  tensions  maxima  des 
vapeurs. 

M.  Massieu  présente  une  démonstration  directe  d'une  consé- 
quence qu'il  avait  déduite  de  ses  études  sur  les  fonctions  caracté- 
ristiques des  Jluides  [Bulletin,  t.  I,  p.  344 \  savoir  :  que  la  loi  des 
tensions  maxim.a  peut  s'exprimer  au  moyen  des  trois  quantités  sui- 
vantes :  la  chaleur  spécifique  cdu  liquide,  sa  chaleur  d'évaporation 
r,  et  la  chaleur  spécifique  A~  de  sa  vapeur  sous  pression  constante. 

M.  Chasles  présente  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  Govi,  un 
Ouvrage  intitulé  :  IIS.  Offizio,  Copernico  e  Galileo,  a  proposito 

Bull,  des  Sciences  inathém.  et  astron.,  t.  IV.   (Février  1873.)  D 
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di  un  Opuscolo  postumo  del  P.  Ollvieri  sullo  stesso  argomento. 
^ppimti  di  Gilberto  Govi.  Torino,  1872. 

M.  Govi  conclut  que  la  partie  relative  aux  derniers  jours  de  la 
résidence  de  Galilée  au  palais  de  l'Inquisition  est  couverte  encore 
d'une  certaine  obscurité  et  d'indécision,  et  peut  faire  désirer  la 
publication  complète  de  ce  qui  se  rapporte  à  ce  grand  fait  du 
xvii*^  siècle. 

N"  17.  Séance  da  21  octobre  1872. 

ViLLARCEAu  (Yvon).  —  Note accompagnaut  la  présentation  d'un 
Mémoire  et  d'une  lettre  de  M.  de  Magnac  sur  l' emploi  des  chro- 
nomètres à  la  mer. 

ClAusius.  —  Sur  l'équation  mécanique  dont  découle  le  théo- 
rème du  viriel. 

M.  Villarceau,  en  présentant  dans  la  séance  du  27  juillet  un 
nouveau  théorème  de  Mécanique  générale,  avait  cité  un  théorème 
de  M.  Clausius,  qui  avait  de  l'analogie  avec  le  sien,  et  avait  dit 
que  le  nouveau  théorème  présentait  une  généralité  qui  manquait  à 
celui  de  M.  Clausius.  M.  Clausius  conteste  d'abord,  dans  la  Note 
actuelle,  la  validité  de  cette  assertion;  il  reprend  ensuite  le  même 
sujet,  et  donne  à  l'équation  dont  il  s'agit  d'autres  formes  utiles  et 
intéressantes. 

Caligny  (de).  —  Théorie  de  plusieurs  sjstèmes  d'écluses  de 
navigation. 

Marie  (Max.).  —  Extension  de  la  méthode  de  Cauchy  à  l'étude 
des  intégrales  doubles,  ou  théorie  des  contours  élémentaires  dans 
l'espace  (suite  et  fin). 

Stephan.  —  Eléments  et  coordonnées  de  la  planète  (J23). 
La  planète  @  a  été  découverte  par  M.  Peters,  à  Clinton. 

Magnac  (de).  —  Sur  la  détermination  des  longitudes  par  les 
chronomètres. 

Zeuthen  (G.).  —  Equations  de  quartiques  dont  une  partie  se 
réduit  à  une  droite  double. 

Dans  une  Communication  du  23  septembre  1872  sur  les  caracté- 
ristiques   des    systèmes    élémentaires    des    quartiques    générales, 
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M.  Zeuthen  avait  donné  une  énumération  complète  des  courbes 
singulières  qu'on  rencontre  dans  ces  systèmes^  il  y  avait  joint  les 
équations  de  quelques-unes  de  ces  courbes  limites  5  il  complète  au- 
jourd'hui sa  première  Communication,  en  donnant  les  équations 
des  quartiques  dont  une  partie  se  réduit  à  une  droite  double,  et  en 
indiquant  exactement  le  nombre  de  sommets. 

VoLPicELLi. — Su7'  la  nature  probable  des  anneaux  de  Saturne, 
et  sur  le  bolide  signalé  leZi  noût  aux  environs  de  Rome. 

N°  18.  Séance  du  28  octobre  1872. 

ViLLARCEAu  (Yvou).  —  Note  concernant  un  nouveau  théorème 
de  Mécanique  générale. 

M.  Villarceau  combat  les  prétentions  que  M.  Clausius  a  émises 
dans  sa  Communication  du  21  octobre  1872. 

Resal.  —  Equations  du  mouvement  d'une  courbe  funiculaire 
assujettie  à  rester  plane. 

BoussiwESQ  (J.).  —  Essai  sur  la  théorie  des  eaux  courantes. 

Ce  Mémoire,  dit  l'auteur,  contient  :  i**  une  théorie  nouvelle  et 
rigoureuse  du  mouvement  permanent  des  eaux,  uniforme  ou  gra- 
duellement varié,  dans  les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux 
découverts;  2°  l'étude,  en  tenant  compte  de  l'influence  de  la  cour- 
bure des  filets  fluides,  d'un  mouvement,  permanent  ou  non  perma- 
nent, d'un  liquide  dans  un  canal  de  grande  largeur  et  dont  le  fond 
a  son  profil  longitudinal  droit  ou  courbe,  mais  sensiblement  con- 
tenu dans  un  plan  vertical. 

Stephan.  —  Observations  et  éphémérides  de  la  planète  (^. 

Jordan  (C).  —  Nouvelles  observations  sur  les  lignes  défaite  et 
de  thalweg. 

Voir  sur  cette  question  les  communications  faites  dans  les  séan- 
ces des  3  juin,  22  juillet,  9  septembre,  7  octobre,  28  octobre  1872. 

N°  19.  Séance  du  4  noTembre  1872. 

Becquerel.  —  Mémoire  sur  l'origine  solaire  probable  de 
V électricité  atmosphérique . 

6. 
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Faye.  —  Su?'  les  photographies  de  ta  Lune  de  M.  Lewis 
Rutherfurd  (New- York). 

Il  suffit  d'un  coup  d'oeil  sur  ces  magnifiques  épreuves,  dit 
M.  Faye,  pour  faire  apprécier  les  services  qu'elles  pourraient  rendre 
à  l'étude  de  la  Géologie  lunaire. 

Makie  (Max.).  —  Tlîéojne  élémentaire  des  intégrales  d'ordre 
quelconque  et  de  leurs  périodes. 

Le  VEAU.  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  planète  @,  décou- 
verte à  l' Ohsers^atoire  de  Paris  par  M.  Henry. 

Levy  (M.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  équations  à  différences 
partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

Le  principal  but  de  ce  travail  est,  d'après  l'auteur,  de  trouver 
d'une  manière  générale  toutes  les  intégrales  des  équations  à  diffé- 
rences partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
qu'il  est  possible  d'obtenir  moyennant  l'intégration  d'équations  à 
différences  ordinaires. 

N"  20.  Séance  du  11  novembre  1872. 

Faye.  —  Sur  la  triangulation  géodésique  du  premier  ordre, 
qui  sert  de  fondement  à  la  nouvelle  carte  de  l'Algérie  du  Dépôt 
de  la  Guerre, 

Après  avoir  rendu  compte  des  opérations  topographiques  exécu- 
tées en  Algérie,  M.  Faye  termine  ainsi  :  «  J'exprime  ma  conviction 
que  le  monde  savant  accueillera  avec  le  plus  vif  intérêt  l'apparition 
du  dixième  Tome  du  Mémorial  du  Dépôt  de  la  Guerre  dont  M.  le 
Ministre  a  désiré  signaler  à  votre  attention  la  partie  principale, 
comme  pour  vous  montrer  que  nos  jeunes  officiers  sont  dignes  en 
tout  point  de  leurs  savants  prédécesseurs,  » 

Le  Tome  X  du  Mémorial  doit  contenir  un  Mémoire  de  M.  le  ca- 
pitaine Perrier,  relatif  à  la  détermination  d'une  grande  chaîne 
géodésique  en  Algérie. 

Faye.  —  Lettre  de  M.  Faye  à  M.  Becquerel  sur  l'origine  so- 
laire de  l' électricité  atmosp/iérique. 

Becquerel.  —  Mémoire  sur  l'origine  solaire  de  l'électricité 
atmosphérique.  (2^  Partie.) 
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Le  Vekrier. —  Délermination  des  ^variations  séculaii'es  des  élé- 
mejits  des  qualité  planètes  :  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptune. 

Les  variations  progressives  que  les  plans  des  orbites  et  les  élé- 
ments des  ellipses  éprouvent  dans  la  suite  des  siècles  sont  données 
par  seize  équations  différentielles  qui  ne  sont  pas  linéaires.  M.  Le 
Verrier  s'est  servi  du  développement  en  séries  pour  obtenir  une  so- 
lution qui  puisse  suffire  aux  besoins  de  l'Astronomie,  et  se  prêter 
aux  discussions  que  comporteront  dans  l'avenir  les  comparaisons 
de  l'ensemble  des  opérations  faites  pendant  une  longue  suite  de  siè- 
cles. On  trouve  en  effet,  dans  le  travail  actuel,  les  valeurs  des  élé- 
ments pendant  2000  ans,  à  partir  de  i85o,  déterminées  avec  toute 
la  précision  que  réclameront  les  travaux  astronomiques. 

Henry  (Paul)  et  Hekry  (Prosper). —  Découverte  de  deux  nou- 
velles petites  planètes,  faite  à  l' Observatoire  de  Paris,  dans  la 
nuit  du  5  au  6  novembre . 

(^  1 1^  grandeur  ;    @  11*, 5  grandeur. 

Stephan.  —  Observations  des  planètes  (^  et  (^.^  faites  à  Mar- 
seille le  g  novembre. 

Durrakde.  —  De  V accélération  dans  le  déplacement  d'un  sys- 
tème de  points  qui  reste  liomo graphique  à  lui-même. 

Il  s'agit  d'un  système  de  points,  pouvant  se  déformer  de  telle 
sorte  que  les  vitesses  des  divers  points  aient  pour  projections  sur  les 
trois  axes  de  coordonnées  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées 
des  points  correspondants.  Deux  Notes  ont  été  déjà  présentées  sur 
ce  sujet  [Comptes rendus  des  18  septembre  1871  et  6  mai  1872). 

K°  21.  Séance  du  18  noYembre  1872. 

Tresca.  —  Note  sur  la  forme  qu'il  convient  de  donner  aux 
mètres  que  la  Commissioii  internationale  doit  construire . 

M.  Tresca  développe  les  considérations  qui  l'ont  conduit  à  adop- 
ter une  forme  en  X,  qui  laissât  la  surface  neutre  à  découvert,  pour 
la  construction  des  mesures  à  traits,  et  qui  satisfit  autant  que  possi- 
ble à  la  condition  d'une  grande  rigidité. 

Perrier  (F.).  —  Pr0longation  de  la  méridienne  de  France  Jus- 
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qu'au  Sahara,  par  la  jonction  trigonometriçue  de  l'Algérie  avec 
l'Espagne. 

M.  Perrier  établit  que  la  possibilité  de  passer  directement  des 
sierras  de  Grenade  aux  sommets  de  l'Atlas  est  un  fait  désormais 
acquis  à  la  science,  et  que  la  France  peut  opposer,  à  l'arc  russe  et  à 
l'arc  mesuré  de  l'Europe  centrale,  un  arc  non  moins  important, 
l'arc  français,  qui,  traversant  des  plaines,  des  montagnes  très-éle- 
vées,  la  mer  du  Nord  et  la  Méditerranée,  fournira  à  la  science  un 
vaste  cbamp  d'études  nouvelles. 

Marie  (Max.).  —  Théorie  élémentaire  des  intégrales  d'ordre 
quelconque  et  de  leurs  périodes  (suite  et  fin), 

Lucas  (F.).  —  Nouvelle  méthode  d'analyse,  fondée  sur  rem- 
ploi des  coordonnées  imagijiaires . 

L'auteur  appelle  coordonnée  imaginaire  l'expression 

z=^  X  +  y  sj —  I, 

par  laquelle  on  peut  représenter  le  point  du  plan  dont  l'abscisse  et 
l'ordonnée,  relativement  à  deux  axes  imaginaires,  sont  respective- 
ment X  etj)^. 

TissEUAND  (F.).  —  Sur  la  planète  (^,  découverte  à  Hamilton- 
College^  le  8  septembre  1871,  par  M.  Peters. 

BouRGET  (J.).  —  Théorie  mathématique  des  expériences  acous- 
tiques de  Kundt. 

La  solution  du  problème  de  Kundt  se  ramène  évidemment,  dit 
M.  Bourget,  à  celle  du  problème  suivant  :  «  L'une  des  extrémités 
d'un  tuyau  fermé  est  animée  d'un  mouvement  périodique  perma- 
nent donné,  dont  la  vitesse  pendulaire  est  V  =  H  sin27Z7r£5  trou- 
ver le  mouvement  que  prendra  le  gaz  dans  le  tube.  »  La  théorie  que 
M.  Bourget  donne  des  expériences  de  Kundt  permet  aussi  de  se 
rendre  compte  de  certaines  anomalies,  observées  dans  les  tuyaux 
sonores  ordinaires.  L.   P. 


I 
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JOURNAL  FiJB  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  herausgegeben  von 

C.-W.  BORCIIARDT. 

T.  7o,  Cahiers  i  et  2, 1872. 

Hesse  (O.).  —  Un  cycle  d' équations  à  déterminants  {^généra- 
lisation analj  tique  du  théorème  de  Pascal).  (12  p.) 

On  connaît  la  figure  compliquée,  mais  inte'ressantc,  découverte 
par  Steiner,  lorsqu'il  cherclia  à  généraliser  le  théorème  de  Pascal. 
Dans  un  Mémoire,  inséré  au  Tome  A2  du  Journal  de  Crelle,  M.  Hesse 
a  déjà  signalé  un  système  de  vingt  équations  linéaires  identiques, 
qui  font  sauter  aux  yeux,  dans  un  tableau  très-simple,  les  pro- 
priétés caractéristiques  de  cette  figure.  A  présent,  l'habile  géomètre, 
après  avoir  donné  l'interprétation  géométrique  de  ces  équations, 
développe  une  suite  de  déterminants,  provenant  tous  d'un  même  dé- 
terminant du  degré  «,  et  liés  entre  eux  par  des  équations  tout  à  fait 
semblables  au  tableau  mentionné.  Si  tz  =  i,  on  revient  aux  équa- 
tions qui  caractérisent  la  figure  de  Steiner. 

ScHROETER  (H.).  —  Sur  la  construction,  donnée  par  v.  Staudt, 
du  poljgone  régulier  de  dix-sept  côtés  (t.  23,  p.  25i  du  même 
Journal).  (12  p.) 

D'une  manière  synthétique  et  très-élémentaire,  l'auteur  déve- 
loppe les  équations  quadratiques  qui  mènent  à  la  solution  du  pro- 
blème^ puis  il  en  déduit  une  construction  élégante,  fondée  sur  les 
mêmes  principes  que  celle  de  v.  Staudt.  M.  Schroeter  construit  di- 
rectement tous  les  sommets  du  polj^gone  de  dix-sept  côtés,  à  l'aide 
d'un  procédé  qui  se  répète  plusieurs  fois  et  qui  permet  de  tracer  la 
figure  sur  une  feuille  de  petite  étendue. 

Bachmann  (P.).  Sur  la  théorie  des  algorithmes  jacobiens,  sem- 
blables aux  fractions  continues .  (10  p.) 

Un  Mémoire  posthume  de  Jacobi  (même  Journal,  t. 69,  p.  29)  con- 
tient des  calculs  par  lesquels  on  parvient  à  des  algorithmes  sembla- 
bles à  ceux  des  fractions  continues.  En  les  appliquant  aux  nombres 
complexes  qu'on  peut  former  avec  les  racines  d'une  équation  cu- 
bique, Jacobi  obtint  un  développement  périodique,  résultat  vérifié 
dans  quelques  exemples  sans  avoir  été  démontré  par  lui.  Dans  le 
présent  Mémoire,  M.  Bachmann  démontre  quelques-uns  des  théo- 
rèmes généraux  qui  se  rapportent  aux  racines  cubiques  d'un  nomljre 
entier.  Cette  analyse,  ayant  été  approfondie,  semble  pouvoir  mener 
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à  un  caractère  aritlimétique  des  racines  cubiques  analogue  à  celui 
des  racines  carrées  d'un  nombre  entier,  tel  qu'il  est  constitué  par  les 
fractions  continues.  (C.  Hermite,  même  Journal,  t.  40,  p.  286.) 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  la  théorie  de  V électrodjnamique  (se- 
cond Mémoire.  Critique).  (32  p.) 

Le  Mémoire  du  célèbre  auteur  «  Sur  les  équations  du  mouve- 
ment de  l'électricité  pour  les  corps  conducteurs  au  repos  »  (même 
Journ.,  t.  62. —  Voir  Bulletin,  t.IIl,  p.  142)  a  provoqué  différentes 
objections  de  la  part  de  MM.  W.  Weber,  J.  Bertrand,  C.  JNeumann. 
Le  nouveau  Mémoire  est  consacré  à  éclaircir  ce  qui  est  resté  obscur 
ou  ce  qui  a  été  mal  entendu,  à  approfondir  ce  que  l'auteur  avait 
légèrement  effleuré,  à  réfuter  ce  qui  lui  a  été  injustement  reproché. 

Voici  comment  M.  Helmholtz  fait  le  résumé  de  la  discussion, 
en  tant  qu'elle  concerne  la  loi  de  Weber  : 

1.  ((  Pour  expliquer  les  phénomènes  de  l'électrodynamique,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  concevoir  l'hypothèse  d'une  espèce  parti- 
culière de  forces  fondamentales  qui  dépendent  non-seulement  de  la 
position,  mais  encore  du  mouvement  des  masses  efficaces. 

2.  «  Si  l'on  réduit  les  phénomènes  à  ce  genre  de  forces,..,  on 
parvient  à  des  conséquences  inadmissibles,  telles  que  la  possibilité 
d'un  mouvement  perpétuel  et  l'équilibre  instable  de  l'électricité 
pour  les  conducteurs. 

3.  «  Ces  conséquences  inadmissibles  ne  peuvent  être  écartées,  à 
l'aide  des  hypothèses  faites  par  MM.  Weber  et  Neumann,  concer- 
nant une  masse  inerte  des  fluides  électriques  et  de  forces  addition- 
nelles moléculaires,  que  pour  des  corps  conducteurs  de  petites  di- 
mensions. 

4.  «  A  moins  qu'on  n'ait  trouvé  des  hypothèses  auxiliaires  qui 
suffisent  à  écarter  complètement  l'équilibre  instable  et  la  possibilité 
d'un  mouvement  croissant  jusqu'à  l'infini,  il  semble  que,  quand 
même  on  réussirait  à  déduire  de  l'hypothèse  de  Weber  une  explica- 
tion plausible,  cette  explication  soit  mal  fondée.  » 

Le  dernier  paragraphe  est  dirigé  contre  les  objections  de  M.  Ber- 
trand. M.  Helmholtz  se  propose  de  montrer  que  les  forces  électro- 
motrices, telles  que  lui  etM.Kirchhoffles  ont  introduites  dans  les  for- 
mules du  potentiel,  ont  en  effet  une  direction  et  une  grandeur  fixes  5 
qu'il  est  donc  permis  d'employer  le  potentiel  dans  cette  théorie. 
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Weyu  (Ed.).  —  Evaluation  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  passant  par  un  point  et  touchant  deux  coniques. 
(8p.;fr.) 

Soient  S  =  o  et  S'  =  o  les  équations  de  deux  coniques  quelcon- 
ques5  A  et  A'  les  discriminants  respectifs  de  S  et  S';  enfin  F  le  cova- 
riant  des  formes  S  et  S';  alors  l'équation,  qui  a  pour  racines  les  rap- 
ports anliarmoniques,  sera 

F'  +  4AA^SS^  _ 

Weber  (H.)  (de  Zurich).  —  Sur  les  Jonctions  besséliennes  et 
leur  application  à  la  théorie  des  courants  électriques.  (3i  p.) 

Il  y  a  un  grand  nombre  d'intégrales  définies  où  les  fonctions  tri- 
gonométriques  et  exponentielles  sont  comprises  sous  l'intégrale. 
Dans  un  Mémoire  antérieur,  l'auteur  avait  déjà  prouvé  l'existence 
d'autres  intégrales  définies,  où  les  fonctions  besséliennes  jouent  un 
rôle  analogue.  Actuellement  M.  Wcber  développe  quelques-unes 
de  ces  intégrales,  qui  sont  étroitement  liées  à  certains  problèmes  de 
Physique.  Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  il  en  fait  l'applica- 
tion à  la  théorie  des  courants  électriques,  surtout  à  un  problème 
qui  comprend  comme  cas  spécial  le  problème  des  anneaux  de  No- 
bili,  traité  déjà  par  Riemann.  Après  avoir  modifié  le  problème  en 
ce  qui  concerne  les  électrodes  et  les  surfaces  limites  des  corps  con- 
ducteurs, l'auteur  observe,  à  la  fin  de  son  savant  Mémoire,  que  les 
fonctions  besséliennes  ne  se  prêtent  pas  à  la  représentation  de  fonc- 
tions arbitraires  sur  la  surface  cylindrique,  et  que,  à  ce  point  de 
vue,  elles  ne  sont  donc  pas  l'analogue  des  fonctions  dites  «  sphéri- 
ques.  »  Il  semble  que  ce  soit  pour  cette  raison  que  M.  Weber  a  re- 
tenu le  nom  de  «  fonctions  besséliennes  )>,  au  lieu  du  nom  de  «  fonc- 
tions cylindriques  w ,  proposé  par  M.  Heine  (t.  69  du  même  Journal) . 

Pasch.  —  Sur  la  théorie  des  complexes  linéaires.  (60  p.) 
La  liaison  qui  existe  entre  les  coordonnées  de  point  et  de  ligne 
dans  le  plan,  entre  les  coordonnées  de  point  et  de  plan  dans  l'espace, 
se  trouve  établie  par  l'équation  qui  exprime  la  position  réunie  des 
éléments  existant  en  dualité  les  uns  à  côté  des  autres.  Pareillement, 
les  problèmes  où  se  rencontrent  les  coordonnées  de  ligne  dans  l'es- 
pace (selon  Plûcker),  et  d'autres  coordonnées,  sont  caractérisés  par- 
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ticulièrement  par  les  équations  qui  expriment  que  deux  points  et 
une  droite  sont  situés  dans  le  même  plan,  ou  que  deux  plans  se 
rencontrent  au  même  point  d'une  droite.  Le  Mémoire  traite  d'abord 
des  problèmes  élémentaires  de  ce  genre  5  puis  la  reclierclie  s'étend 
aux  complexes  du  premier  degré  et  à  des  groupes  de  complexes 
de  cet  ordre.  Les  résultats  obtenus  servent  de  fondement  à  la  solu- 
tion de  questions  plus  compliquées,  relatives  à  la  tliéorie  des  com- 
plexes linéaires.  Enfin  l'auteur  entre  dans  une  discussion  détaillée 
du  groupe  à  trois  termes,  formé  de  complexes  linéaires,  c'est-à- 
dire  de  l'ensemble  des  droites  qui  appartiennent  en  même  temps  à 
trois  complexes  linéaires,  et  partant,  à  chacun  du  «  groupe  à  trois 
termes.  »  On  peut  envisager  cette  partie  comme  supplément  de  la 
tliéorie  des  surfaces  du  second  ordre. 

DuRÈGE  (H.).  —  Sur  les  formes  des  courbes  du  troisième  ordre. 

(ï3p.) 

Partant  de  considérations  purement  géométriques,  M.  Durège 
parvieut  à  diviser  toutes  les  courbes  du  troisième  ordre,  sans  point 
double,  en  deux  genres  : 

Premier  genre.  La  courbe  se  compose  de  deux  parties  sépa- 
rées, U  et  S5  chaque  point  de  U  donne  lieu  à  cjuatre  tangentes 
réelles-,  chaque  point  de  S  à  quatre  tangentes  imaginaires  de  la 
courbe.  U  s'étend  à  l'infini,  ses  deux  branches  ont  la  même  asym- 
ptote. 

a.  Une  asjmptote  rectiligne.  S  est  une  ovale. 

b.  Trois  asjmptotes  rectilignes.  S  se  compose  de  deux  parties 
qui  s'unissent  à  l'infini,  et  dont  les  branches  appartiennent  deux  à 
deux  aux  deux  autres  asymptotes,  de  môme  c[ue  les  branches  d'une 
hyperbole. 

c.  Une  asjmptote  rectiligne  et  une  autre  parabolique  (cas 
limite).  S  est  une  courbe  qui  s'étend  à  l'infini  et  dont  les  branches 
touchent  la  droite  à  l'infini. 

Second  genre.  La  courbe  ne  présente  qu'un  seul  trait,  qui  se 
ferme  à  l'infini.  Chaque  point  de  la  courbe  donne  lieu  à  deux  tan- 
gentes réelles  et  à  deux  imaginaires. 

a.  Une  asjmptote  rectiligne.  La  courbe  se  compose  d'un  seul 
trait,  dont  les  branches  ont  la  même  asymptote. 

b.  Trois  asymptotes  rectilignes.  La  courbe  se  compose  de  trois 
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parties  allant  à  l'infini.  Deux  braQclies  qui  n'appartiennent  pas  au 
même  trait  ont  toujours  la  même  asymptote. 

G.  Une  asymptote  j^ectiligne  et  une  autre  parabolique  (cas 
limite).  La  courbe  se  compose  de  deux  traits  allant  à  l'infini.  Une 
branche  de  chaque  trait  appartient  à  l'asymptote  rectiligne,  l'autre 
à  l'asymptote  parabolique. 

RosANES.  —  Sur  une  espèce  de  fonctioJis  qui  possèdent  des 
propriétés  semblables  aux  déterminants  fonctionnels .  (6  p.) 

RosANEs.  —  Sur  la  représentation  des  formes  binaires  par  des 
sommes  de  puissances .  (5  p.) 


MÉLANGES. 

SIR  LES  SIRFACES  ALGÉBRIQIES; 
Par  m.  PAINVLN'. 

1 .  Malgré  de  nombreux  et  importants  travaux,  l'étude  des  sin- 
gularités des  surfaces  algébriques  n'est  pas  encore  très-avancée-, 
nous  pensons  néanmoins  qu'il  y  a  quelque  intérêt  à  rappeler  et  à 
résumer  ici  les  premières  propositions  sur  les  singularités  générales 
des  surfaces  algébriques,  car  ces  propositions  forment  le  début 
d'une  théorie  fort  importante  qui  attire  constamment  l'attention 
des  géomètres. 

2.  Les  dénominations  de  contact,  osculation,  etc.,  donnent  sou- 
vent lieu  à  des  ambiguïtés,  et  il  est  bon  de  préciser,  une  fois  pour 
toutes,  le  sens  exact  des  mots  que  nous  emploierons  dans  les 
énoncés  qui  suivent. 

Lorsqu'un  point  d'une  courbe  (ou  d'une  surface) est  simple,  nous 
dirons  qu'une  droite  (ou  une  courbe)  a,  en  ce  point,  un  contact 
du  i*"",  2^,  3®, .  .  . ,  i^™^  ordre  avec  la  courbe  (ou  la  surface)  primi- 
tive, quand  la  droite  (ou  la  courbe)  rencontre  la  courbe  (ou  la  sur- 
face) en  2,  3,  47>  •  -5  (^  +  0  points  coïncidant  avec  le  point  con- 
sidéré. 

Lorsqu'un  point  d'une  courbe  (ou  d'une  surface)  est  multiple 
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d'ordre  p^  nous  dirons  qu'une  droite  (ou  une  courbe)  a,  en  ce 
point,  un  contact  effectif  du  i^"",  2^,  3'',...,  t''™^  ordre  avec  la 
courbe  (ou  la  surface)  primitive,  quand  la  droite  (ou  la  courbe) 
rencontre  la  courbe  (ou  la  surface)  en  p  -hi-,  /?  +  2,  /?  H-  3, .  .  . , 
p  -+-  i  points  coïncidant  avec  le  point  considéré. 

On  pourrait  réserver  la  dénomination  de  courbe  osculatrice  pour 
la  courbe  d'un  ordre  et  d'une  espèce  déterminés,  dont  tous  les 
points  d'interisection  viennent  coïncider  avec  le  point  considéré. 

3.  Nous  désignerons  par  T^  une  droite  telle  que  r  de  ses  points 
de  rencontre  avec  la  surface  considérée  viennent  coïncider-,  c'est 
une  droite  ayant  avec  la  surface  un  contact  du  (;•  —  i^eme  Qj.(jj.e. 

Nous  désignerons  par  T,.^^  une  droite  telle  que  /'  de  ses  points  de 
rencontre  avec  la  surface  viennent  coïncider  en  un  même  point,  et 
que  s  de  ses  autres  intersections  viennent  coïncider  avec  un  autre 
point  distinct  du  premier  5  la  droite  T,.^^  est  une  bitangente  ayant 
un  contact  du  (r  —  i^ème  qy^^q  en  un  point  et  un  contact  du 
(5  — lyeme  Qj.(Ji-e  cu  uu  autrc  point,  etc. 

Nous  supposons,  dans  tout  cela,  que  les  points  de  contact  sont 
des  points  simples  pour  la  surface. 

4.  On  sait  qu'un  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface  coupe 
la  surface  suivant  une  courbe  ayant  un  point  double  au  point  de 
contact;  les  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  sont  dites  tangentes 
inflexiojinelles  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  Lorsque  les 
deux  tangentes  inflexionnelles  viennent  à  se  confondre,  le  point 
correspondant  de  la  surface  est  dit  point  parabolique  j  l'indicatrice 
est  une  parabole. 

5.  Cela  posé,  nous  allons  donner  les  énoncés  des  premières  pro- 
positions qu'on  rencontre  dans  l'étude  des  singularités  générales 
des  surfaces  algébriques. 

La  surface  considérée  S„  est  une  surface  générale  de  V ordre  n. 
Sans  nous  préoccuper  de  l'ordre  logique  des  propositions,  nous 
les  classerons  comme  il  suit  : 

I.  Droites  Ta,  c'est-à-dire  tangentes  ajant  un  contact  de 
i*'^  ordre  en  un  point  unique. 

1°  Le  cône  circonscrit  à  la  surface  S„  et  dont  le  sommet  est  un 
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point  quelconque  P  non  situé  sur  la  surface  est  de  l'ordre /i(«  —  i) 
et  de  la  classe  n[n  —  i)^;  il  possède  n[n  —  i)(/2 — 2)  arêtes  de 

rebroussement,  et  -n{n  —  i)(n  —  ^){^  —  3)  arêtes  doubles. 

2°  La  courbe  de  contact  de  ce  cône  est  de  l'ordre  n{n  —  i)  ^  elle 
rencontre,  en  outre,  la  surface  S„  suivant  une  autre  courbe  de 
l'ordre  7i'^n  —  i) (/z  —  2)5  cette  deuxième  courbe  rencontre  la  pre- 
mière enn[n  —  i)'('^ —  ^)  poi^i'^s  comprenant  :  les  n{n  — i){fi —  2) 
points  où  les  arêtes  de  rebroussement  rencontrent  la  courbe  de 
contact,  puis  les  n[n  —  i)(/i  —  2)(«  —  3)  points  où  les  arêtes 
doubles  rencontrent  la  courbe  de  contact. 

3°  La  développable  formée  par  les  plans  tangents  à  S„  le  long 
d'une  courbe  plane  fixe  C„  est  de  l'ordre  n[Zn  —  5)  et  de  la 
classe  n{n  —  i)  5  l'arête  de  rebroussement  est  de  l'ordre  6n(n  —  2). 

4**  Cette  développable  touche  S„  suivant  la  courbe  C„  d'ordre  /z, 
etcoupe,en  outre,  S„suivantune  courbe  de  F  ordre  n{/z  —  2)  (3«-f-i). 
La  deuxième  courbe  touche  C„  en  ses  ^n[7i  —  2)  points  d'inflexion, 
passe  par  les  4'i(^  —  2)  points  paraboliques  qui  se  trouvent  sur  C„, 
et  rencontre  C„  en  3n[n —  2)  (/i —  3)  autres  points  qui  sont  sur 
les  tangentes  d'inflexion  de  C„. 

IL  Droites  T3,  c'est-à-dire  tangentes  ayant  un  contact  du 
2*  ordre  en  un  seul  point,  ou  tangentes  injlexionnelles . 

5°  Par  un  point,  non  situé  sur  la  surface  S„,  on  peut  mener,  en 
général,  n[n  —  i)[n  —  2)  tangentes  inflexionnelles. 

6°  Les  tangentes  inflexionnelles  de  S„,  qui  rencontrent  une 
droite  L,  arbitrairement  choisie ,  engendrent  une  surface  de 
l'ordre  n[n^  —  4)-  Sur  cette  surface,  la  droite  L  est  multiple  de 
l'ordre  n{n  —  i)  [n — 2).  Les  points  de  contact  de  ces  tangentes 
avec  S„  forment  une  courbe  de  l'ordre  ?i['5n  —  4)-  La  surface  en- 
gendrée a  en  commun  avec  S„,  outre  sa  courbe  de  contact,  une 
deuxième  courbe  de  l'ordre  n{n  —  i)  (/i  —  3)  {fi  -+-  4)- 

7°  Les  tangentes  inflexionnelles,  issues  des  points  d'une  section 
plane  C„  de  la  surface  S„  et  dont  le  contact  du  2^  ordre  a  lieu  en  de- 
hors de  C„,  engendrent  une  surface  de  l'ordre  n[n  —  i)  («  —  3)  («H- 4). 
Sur  cette  surface  la  courbe  C„  est  multiple  de  l'ordre  (/z  —  3)  (/z^-+-  2). 
Les  points  de  contact  de  ces  tangentes  forment  sur  S„  une  courbe  de 
l'ordre  7î(3n* — 4n  —  6).  Les  points  d'intersection  restant  de  ces 
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tangentes  avec  S„  forment  une  2^  courbe  de  l'ordre 

w(n  —  2)(n  —  4j(«'  H-5n  -h  3). 

III.  DfiOItes  Tg^ai  c'est-à-dire  tangentes  ayant  en  deux  points 
distincts  un  contact  du  i""  ordre  a^^ec  la  suj^face  S„. 

8°  Par  un  point,  situé  sur  la  surface  S„,  on  peut  mener  {ii  —  3)  [n  -+-  2) 
tangentes  touchant  en  ce  point  et  en  un  autre  point. 

9°  Par  un  point,  non  situé  sur  la  surface  S„,  on  peut,  en  gé- 
néral, mener  -n[n —  i)  [n  —  2)  [n  —  3)  droites  Tj^,. 

10°  Dans  chaque  plan,  arbitrairement  choisi,  il  y  a 

-n(/i— 2)(/i  —  3)(n  4- 3)  droites  T2,2. 

1 1°  Les  droites  Tg^a,  qui  rencontrent  une  droite  fixe  L  arbitraire- 
ment choisie, engendrent  une  surface  de  l'ordre  [n  H- 1  )n[n — 2)  [n — 3)  \ 
la  droite  L  est  sur  cette  surface  une   ligne  multiple  de  l'ordre 

-n[n — i)('î  —  2)(7i  —  3).  La  courbe  de  contact  des  droites  Ta^a 

est  de  l'ordre  n[n  —  3)  (/z^  +  2/z  —  4)-  La  surface  engendrée  ren- 
contre encore  la  surface  S„  suivant  une  autre  courbe  de  l'ordre 
n[ji  —  ^){n  —  3)  (/î  —  4)  ('ï  +  2). 

1 2°  Les  droites  Tg^a,  dont  un  des  points  de  contact  est  sur  une  sec- 
tion fixe  C„,  engendrent  une  surface  de  l'ordre  71  [n — 3)  [n^  -h  in  —  4)  î 
la  courbe  C„  est  sur  cette  surface  une  courbe  multiple  de  l'ordre 
(n  —  3)(7ï+2);  toutes  les  nappes  de  cette  surface  qui  passent 
par  C„  touchent  la  surface  S„  suivant  cette  courbe.  Les  deuxièmes 
points  de  contact  des  droites  Tj^a  forment  une  courbe  de  l'ordre 
n[n^  —  in^ -\- in  —  6).  Les  points  d'intersection  des  droites  Tg^^ 
avec  S„  forment  une  courbe  de  l'ordre  n[n  —  4  )  (  '^^  +  '^^  —  4  '^  —  6) . 

i3°  Les  droites  Tj^j,  issues  des  points  d'une  section  plane  C„  et 
touchant  en  deux  points  distincts  non  situés  sur  C„,  engendrent  une 
surface  de  l'ordre  n[n  —  3)  [n —  4)  [n^  -{-n  —  2)5  la  courbe  C„  est 
pour  cette  surface  une  ligne  multiple  de  l'ordre 

-(/l  —  3}(/i  —  4)(/l'  +  /l  +  2]' 

Les   points   de   contact  des  droites  Ta, 2  forment  une   courbe  de 
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l'ordre  n{7i  —  4)  ('^^^  -H  '^"  —  4'^  —  ^)-  Les  points  d'intersection  des 
droites  T2,2   avec  S„   forment    une    deuxième   courbe  de   l'ordre 

-n[n —  2)(«  —  4)  ('^  —  5)(27i^  H-  a/î  +  3). 

IV.  Droites  T4,  c'est-à-dire  tangentes  ayant  avec  la  surface  S„, 
en  un  seul  point,  un  contact  du  3"  ordre. 

i4°  La  surface  formée  par  les  droites  T4  est  de  l'ordre 

2/i(/i  —  3)(3/i  —  2). 

La  courbe  formée  par  les  points  de  contact  des  tangentes  T4  est  de 
l'ordre  n{iin  —  24)-  La  surface  engendrée  a,  en  outre,  en  commun 
avec  S„,  une  courbe  de  l'ordre  in[n  —  4)(3/z"-Hn  — 12). 

V.  Droites  Ts^a,  c'est-à-dire  droites  tangentes  en  deux  points 
distincts  pour  lesquels  un  des  contacts  est  du  2.^  ordre  et  l'autre 
du  i"''  ordre. 

i5°  Les  droites  T3^2  engendrent  une  surface  de  l'ordre 

n{n  —  3)(/i  —  4)(^^~*"^^  —  4)" 

Les  points  de  contact  T3  forment  une  courbe  de  l'ordre 

n{n  —  4)(3/i'  H-  5/i  —  24). 

Les  points  de  contact  "2  forment  une  courbe  de  l'ordre 

n[n  —  2)(/i  —  4)  (^'  +  2'^ +  12). 

Les  tangentes  T.^a  rencontrent,  en  outre,  la  surface  S„  en  des  points 
formantune  courbe  de  l'ordre /i( 72 — 4)  ('^  —  ^)  [n^+Qn^  —  n  —  24). 

VI.  Droites  Tj  2  2,  c'est-à-dire  droites  touchant  en  trois  points 
distincts  avec  un  contact  du  i"''  ordre.  Points  paraboliques,  etc. 

16°  Les  droites  T,  2  «  engendrent  une  surface  de  l'ordre 

n[n  —  Z)[n  —  ^){n  —  5)  (ai- -f-  3 /i  —  2). 
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iy°  Les  points  de  contact  des  tangentes  T^^^^^  forment  une  courbe 
de  l'ordre  -  n[n —  2){ji  —  4){'z  —  5)(/i-H-  5n-{-  12). 

18°  La  courbe,  au  lieu  des  points  paraboliques,  est  de  l'ordre 
4n(7i  —  2).  La  développable  circonscrite  suivant  la  courbe  parabo- 
lique est  de  la  classe  4^{^  —  ï)  ('^  —  2). 

19°  Les  plans  bitangents  forment  une  développable  de  la  classe 

-  n[n  —  i)  [ji —  2)  [ji^  —  n'^  -h  n  —  12)  ^  la  courbe  de  contact  est  de 

l'ordre  7i[n  —  2)  [ji^  —  /i'^  -\-Ji  —  12). 
Etc. 

6.  Nous  joindrons  à  cela  une  indication  très-sommaire  des  prin- 
cipaux Mémoires  qui  se  rapportent  à  cette  partie  de  la  théorie  des 
surfaces  algébriques. 


Salmon  (G. 


Cayley. 

Cremona. 

Clebsch. 
Zeuthen. 

Sturm  (R. 
Etc. 


—  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  IV,  p.  260,  1849. 
Quarterly  Journal,  vol.  I,  p.  336. 

Philosophical  Transactions,  p.  229,  1860. 

Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy,  t.  XXIII,  iSSG-iSSg. 

Analytic  Geometry  of  three  Dimensions,  1862. 

—  Philosophical  Transactions,  1869. 
Journal  de  Liouville,  t.  X,  etc. 

—  Preliminari  di  una  teoria  geometrica  délie  superficie,  1 866. 
Mémoire  de  Géométrie  pure  (Journal  de  Borchardt),  t.  68, 1867. 

—  Journal  de  Borchardt,  1860-1861,  etc. 

—  Annali  di  Matematica,  t.  III,  1869. 
Mathematische  Annalen,  1871 . 

—  Journal  de  Borchardt,  t.  72,  1870. 
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EXTRAIT 
DE  SIX  MÉMOIRES  PUBLIÉS  DANS  LE  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  DE  BORCBARDT; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée   par   l'Auteur.) 


Recherches  sur  les  fonctions  entières  et  homogènes 
de  n  différentielles  (  '  ) . 

Si  l'on  détermine  le  lieu  d'un  point  dans  l'espace  par  les  coor- 
données rectangulaires  Xj,  x^^  jTs,  le  carré  de  la  distance  du  point 
(j^i,  JCj,  Xi)  au  point  (a*i-t-  dxi,  x^-h  dx^^  x-i  H-  dx^)^  ou  le  carré 
de  l'élément  linéaire  dans  l'espace,  partant  du  point  (:Cj,  jTa,  Xg), 
sera  mesuré,  en  vertu  des  principes  de  la  Géométrie  euclidienne, 
par  la  somme  des  trois  carrés 

(i)  dx'\-^  dx\-^  dx]. 

Considérons  maintenant  les  trois  variables  jCj,  Xj,  x^  comme  des 
fonctions  indépendantes  quelconques  de  trois  nouvelles  variables 
Ji-iji-i^z-  Alors  l'expression  (i)  se  transformera  dans  la  fonction 
entière  et  homogène  du  second  degré  des  différentielles  dj^^  dy^^ 
dn, 

\  Cx.idxl-\-  e,,2  dr\  -\-  63,3  dyl  -f-  2  ej,,  d)\  dy\ 
I  H-  2 ^3^ ,  ^(^3  dy^  H-  2  e, ,2  dy\  dy-., 

dont  les  coefficients  dépendent  des  variables  j),,  jj,  j^.  Les  équa- 
tions 

j,  =  const.,    y-.  =  consi.,    j,  =  consi. 

représentent  trois  familles  de  surfaces  5  le  carré  de  l'élément  li- 

(')  Journal  de  Borchardt,  t.  70,  p.  71-102.  Analysé  dans  les  Comptes  re.idiis  de 
l'Académie  de  Berlin  pour  1869,  janvier,  p.  44-53. 

Bull,  des  Sciences  muthém.  et  astroii.,  t.  IV.  (Février  1873.)  7 
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néaire,  pour  une  surface  individuelle  d'une  de  ces  familles,  de  la 
première,  par  exemple,  se  déduit  de  l'expression  (2)  en  y  posant 
Y^  =  const.,  et  djj  =  o,  et  prend  la  forme 

(  2*)  62,2  dfl  +  2  60,3  df2  dfi  -h  e^,^  dyl . 

A  une  telle  expression  du  carré  de  l'élément  linéaire  pour  une  sur- 
face se  rattachent  les  reclierclies  de  Gauss,  dans  lesquelles  la  sur- 
face est  considérée,  non  comme  la  limite  d'un  corps,  mais  comme 
un  corps  dont  une  dimension  devient  nulle,  et  qui  est  en  même 
temps  flexible,  mais  inextensible.  Ces  recherches,  présentées  par 
l'auteur  sous  le  titre  de  Disquisitiones  générales  circa  superficies 
curvas,  en  1827,  à  la  Société  royale  des  Sciences  de  Goettingue,  et 
annoncées  dans  le  177®  numéro  des  Gottingische  gelehrte  An- 
zeigen  pour  la  même  année,  contiennent  les  premiers  germes  des 
travaux  dont  nous  allons  exposer  ici  les  résultats. 

Les  travaux  actuels  sont  relatifs  à  des  fonctions  formées  au 
moyen  d'un  nombre  donné  de  quantités  indépendantes  les  unes  des 
autres  et  de  leurs  différentielles  premières,  lesquelles  sont  ration- 
nelles, entières  et  homogènes  par  rapport  aux  différentielles,  et  de 
forme  quelconque  par  rapport  aux  variables  elles-mêmes,  pourvu 
qu'elles  soient  dilFérentiables.  En  représentant  par  «,  ^,  c, . .  .  la 
suite  des  nombres  depuis  i  jusqu'à  /z,  désignons  par  x^  le  système 
des  n  variables,  et  par  f[dx)  une  fonction  de  l'espèce  indiquée, 
dont  le  degré,  par  rapport  aux  différentielles,  soit  exprimé  par  le 
nombre  p.  JVous  considérerons  la  fonction  f[dx)  comme  une 
forme  algébrique  du  p'^'"^  degré  des  n  différentielles  dx„^  dont 
les  coeficie/its  dépendront  des  variables  Xa-  Si  les  variables  x,, 
sont  des  fonctions  indépendantes  c[uelconques  de  7i  nouvelles  va- 
riables j^,  et  que  l'on  pose 

(3)  âj;  =  '"''' 

on  aura,  entre  les  différentielles  dx^  et  dj),^  les  équations  linéaires 

(  4  )  dxa  =  Ca,i  dy\  +  Ca,,.  dy\  -h   . .  H-  c<,,„  dy„, 

et  le  déterminant  fonctionnel 

C  =  I  =t  r,,,  C.,-i.,.Cn,n  =  I    ('a.h   \ 
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ne  devra  pas  s'annuler.  De  la  substitution  des  variables  y/,  dans  la 
iorme  f[dx)  résulte  une  équation 

(5)  f[dx)=gidy), 

où  g{dj)  désigne  une  forme  du  p^*^^^  degré  des  diiïérentielles  dji,. 
Nous  supposerons  eonstamment  que,  pour  /^>2,  le  déterminant 
appartenant  à  la  formule  y  (r/x), 


(6)  A=^ 


^    ô\f(dx)  fPfidx] 


à  dx  I  0  dx ,        ()  dxn  0  dx^ 


O'fidx] 


ô  dxa  à  dxi, 


ne  s'évanouit  pas  identiquement;  alors  le  déterminant  correspon- 
dant à  la  forme  g{dj)^ 


il)  E  = 


dy)         à,g{dr) 


à  dy\  âdxt       à  dy\  <)  dy  „ 


dr 


d  dyk  0  dy'i 


en  vertu  de  l'égalité  E  =  AC',  remplira  pareillement  la  condition. 

Etant  données  deux  formes  du  p'^'"*  degré  et  de  n  différentielles, 
f[dx)  et  g{dj),  on  les  considérera  comme  appartenant  à  la  même 
classe  ou  à  des  classes  différentes,  suivant  que  V  une  des  formes 
pourra  ou  non  se  transformer  dans  l'autre  de  la  manière  indiquée, 
et  i  on  étend/a  en  conséquence  les  autres  principes  fondamentaux, 
développés  dans  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  en- 
tières et  homogènes  au  moyen  des  substitutions  linéaires. 

D'après  cette  définition,  les  expressions  ci-dessus  (i)  et  (2)  sont 
des  formes  quadratiques  de  trois  différentielles,  et  appartiennent  à 
la  même  classe.  De  plus,  l'expression  (2*)  est  une  forme  quadra- 
tique des  deux  différentielles  rfj  25  ^Yz-  Si  l'on  imagine  que  la  sur- 
face jj  =  const.,  pour  laquelle  cette  expression  représente  le  carré 
de  l'élément  linéaire,  puisse  être  développée  sur  une  seconde  sur- 
face, rapportée  aux  variables  indépendantes  W21  ^Vs,  les  variables  j  2, 
j  3  seront  des  fonctions,  indépendantes  entre  elles,  des  variables  w^-, 
W3,  et  le  carré  de  l'élément  linéaire  pour  la  seconde  surface  appar- 
tiendra à  la  même  classe  que  l'expression  (2*).  Gauss  s'est  occupé 
en  passant  de  cette  relation,  à  l'occasion  de  la  solutioji  générale 
du   problèm.e  de  représenter  les  parties   d'une  surface  donnée, 

7- 
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sur  une  autre  surface,  de  manière  que  la  représentation  soit  sem- 
blable à  la  surface  représentée  dans  ses  moindres  parties,  art.  A{^)i 
puis  l'a  développée  complètement  dans  les  Disquisitiones  générales 
circa  superficies  curvas,  déjà  citées,  art.  12  et  i3.  Dans  ce  dernier 
endroit,  Gauss  fait  remarquer  que  la  théorie  des  lignes  les  plus 
courtes  sur  une  sujface  donnée  appartient  à  la  théorie  des  pro- 
priétés de  la  surface  qui  sont  indépendantes  d'une  déformation 
de  cette  surface.  Si,  pour  la  surface  j^j  =  const.,  l'expression  (2*) 
du  carré  de  l'élément  linéaire  est  donnée,  la  ligne  la  plus  courte 
sur  la  surface  est  alors  déterminée  par  la  condition  que  la  première 
variation  de  l'intégrale 


/v/eT;^7[^-.i:irfM^H--^;73F 


s'annule,  tandis  que  le  système  initial  (j^^^  J)  3°^)  ^^  ^^  système  final 
{j^25  J3)  ^^  l'intégrale  demeurent  invariables.  La  détermination  de 
cette  variété  du  premier  ordre  pour  les  variables  j'^2 5  J)' 3  i^e  contient 
aucun  élément  qui  ne  soit  tiré  de  la  forme  quadratique  (2*),  et 
c'est  là-dessus  que  repose  la  proposition  énoncée  par  Gauss. 

Une  autre  définition  de  la  même  'variété  du  premier  ordre  est 
donnée  par  cette  proposition  de  Mécanique  analytique,  qu'un  point 
matériel,  qui  n'a  aucune  force  motrice,  et  qui  est  contraint  de  se 
mou\'oir  sur  uîie  surface  donnée,  décrit  sur  cette  surface  une  ligne 
de  moijidre  longueur.  Si  la  surface  est  désignée  comme  ci-dessus, 
le  lieu  [y^iji]  du  point  matériel  mobile  au  bout  du  temps  t  est 
déterminé,  en  vertu  du  principe  établi  par  Hamilton,  dans  son  Mé- 
moire On  a  gênerai  Method  in  Dynamics  (^),  par  la  condition 
que  la  première  variation  de  l'intégrale 

r,  r     (ch\\  ,         dr^  dy,  ('h'^\^,  u 

s'évanouisse,  la  position  du  point  matériel  à  l'époque  initiale  et  à 
l'époque  finale  de  l'intégration  restant  invariable. 


(')  AstronomiscJie  Abhandlungen  von  Schumacher,   Heft  3. 

(')  Philosoph.    Trnnsact.   of  the  R.  Soc.    of  London,  i834,   Part   II,    p.  2/)7;    l835, 
Part  I,  p.  95. 
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Ces  deux  problèmes  de  calcul  des  variations  peuvent  être  étendus 
au  cas  où  l'on  suppose  que,  à  la  place  de  la  forme  quadratique  de 
deux  différentielles,  on  a  pris  une  forme  quelconque  f[dx)^  du 
^ième  (Jegré  (^p  étant  >  2),  des  n  différentielles  dXn-  Alors  l'un  des 
problèmes  consiste  à  rendre  n  —  i  des  variables  x„  dépendantes  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  x,  de  telle  manière  que  la  première 
variation  de  l'intégrale 


R=/W 


dx\ 


s'évanouisse,  tandis  que  les  systèmes  des  valeurs  o:^"^  et  x„,  corres- 
pondant respectivement  au  commencement  et  à  la  fin  de  l'inté- 
gration, restent  invariables.  Le  second  problème  consiste,  au  con- 
traire, à  rendre  les  n  variables  x„  dépendantes  d'une  variable 
indépendante  f ,  de  telle  manière  que  la  première  variation  de  l'in- 
tégrale 


9)  ®=X'^{^)* 


soit  égale  à  zéro,  tandis  que  les  systèmes  des  valeurs  x^°^  et  x^i  cor- 
respondant respectivement  à  la  valeur  initiale  t^  et  à  la  valeur 
finale  t  de  la  variable  f,  restent  invariables.  L'expression  trouvée 
par  Lagrange  pour  la  variation  complète  de  la  iormefi^x')^  où  l'on 

,  dxa  , 

a  pose  —  ==  j:„, 

r        d'I^^      dS^ 


donne  le  système  d' équations  différentielles  qui  convient  au  second 
problème, 

^  dfix'  ) 

'  dt  âXa 

En  conséquence  de  l'hypotlièse  établie  ci-dessus,  que  le  déterminant 


A  = 
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d'fidx]    1  ,   .  ,,  .     .,       . 

"v-v — -^—j —  ne  doit  pas  s  évanouir  identiquement,  ce  sys- 
tème d'équations  différentielles  permet  d'exprimer  les  n  dérivées  les 
plus  élevées        '^  en  fonction  des  quantités  Xi  et  —j-  ■  D'après  les 

principes  exposés  dans  le  Mémoire  intitulé  :  Erorterung  der  Mog- 
lichkeit,  ein  gegebenes  System  gewohnlicher  Differentialglei- 
chungen  'vollstàndig  zu  integrii'en  (Bonn,  1868),  et  publié  en 
italien  dans  les  Annali  di  Matematica  (série  II*,  t.  II,  fasc.  IV, 
p.  288-302),  le  système  (11)  peut  donc,  sous  les  conditions  de  con- 
tinuité déterminées  dans  le  Mémoire  cité,  s'intégrer  complètement, 
l't  cela  d' une  seule  manière,  de  telle  façon  que  les  variables  Xa  et 
leurs  dérivées  x\,  prennent,  pour  t  =  t^^  les  valeurs  assignées  d'a- 
vance 

(12)  Xa  =  ^^°\        X',  =  X'}°K 

On  a  généralement,  pour  une  des  intégrales, 

(.3)  /(x')=/„[x'(o)], 

/e  [x'^^^]  étant  le  résultat  de  la  substitution  des  valeurs   (12)  dans 

Du  système  (11)  on  peut  déduirez  —  i  équations  différentielles 
ne  contenant  plus  la  différentielle  dt^  et  qui  coïncident  avec  les  Ji  —  i 
équations  différentielles  correspondant  au  pioblème  de  la  varia- 
tion de  l'intégrale  (8).  Supposons  ces /z  —  i  équations  différen- 
tielles intégrées  de  manière  que,  pour  Jt\^  ::=  x'^'\  on  ait  les 
équations 

Alors  de  l'intégrale  (i3)  résulte  l'équation 


qui  exprime  les  dépendances  entre  la  variable  jc^^  et  la  variable  t  ; 
et  cette  équation  fait  voir  que,  dans  chacune  des  valeurs  d'intégra- 
tion x^,  la  variable  t  n'entre  que  par  les /z  combinaisons  (t  —  t())x'/j''K 
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Les  valeurs  d'intégration  x^  ne  sont  donc  fonctions  que  des  n 
quantités  x^^'et  des  n  quantités  [t  —  fo)-^'/"'- 

Tandis  que  la  variable  indépendante  t  passe  de  la  valeur  fo  à  la 
valeur  i,  le  système  des  valeurs  d'intégration  x^t  en  passant  pro- 
gressivement du  système  de  valeurs  x^^^  au  système  de  valeurs  x^, 
parcourt  une  variété  du  i^*"  ordre,  qui  ne  dépend  que  de  la  nature 
de  la  forme  f{dx).  Par  la  transformation  de  la  forum  f[dx)  dans 
la  forme  g{dj')^  dont  le  résultat  est  représenté  par  l'équation  (5), 
les  intégrales  (8)  et  (9)  et  le  système  d'équations  différentielles  (11) 
se  changent  dans  les  algorithmes  correspondants  relatifs  à  la  forme 
g[dy).  Admettons  maintenant  que,  pour  t  =  t,,^  les  systèmes  x^°^ 
^*  y^\  ^'a"^  ^^  j'^°^  s^  correspondent  respectivement.  Alors,  de 
l'équation  (4)  résulte,  entre  les  quantités  x'}'^^  et  '}'^'^\  le  système 
d' équations  linéaires 

(16)  .r'"^  =  c^'^^'"^  +  c^»'/»'  H h  c^'^r"'\ 

\         '  a  a,t  ^  \  a,i  -y  2  a,nJ  n 

la  substitution  des  valeurs  x^^^  à  la  place  des  Xa  dans  une  fonction 
des  Xai  et  la  substitution  des  valeurs  7  J^"^  à  la  place  des  j  ^^  dans  une 
fonction  des  j^  étant  indiquées  par  l'adjonction  du  signe  ^°^  On 
a  aussi  l'équation 

(17)  /o[^'^"^]  =  §-"[r'^°']- 

Ici  les  valeurs  d'intégration  x^  et  les  valeurs  d'intégration  j^  dé- 
finissent la  même  variété  du  i'^'"  ordre. 

En  considérant  maintenant,  dans  la  représentation  des  valeurs 
d'intégration  x^.  au  moyen  des  n  quantités  [t  —  tg)x'^°\  les  pre- 
mières de  ces  quantités  comme  invariables,  les  secondes  comme  va- 
riables, les  quantités  x^  se  présenteront  comme  fonctions  du  sys- 
tème de  nouvelles  variables 

(18)  (^t-to)xl^°^  =  Uo. 

que  l'on  peut  appeler  variables  normales.  Si  l'on  procède  de 
même  pour  la  forme  g{dy).,  qui  appartient  à  la  même  classe  que 
f[dx)^  les  valeurs  d'intégration  j^i  dépendront  des  n  quantités  j'^^'' 
et  des  n  quantités  (t  —  ^ojj*'"',  la  constance  des  x*,"^  entraînant 
comme  conséquence  la  constance  des  y'l^\  les  quantités  j;(  devien- 
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(Iront  des  fonctions  des  nouvelles  variables 

(19)  [t-t,)yf^=zn 

et  les  variables  Ui  seront,  en  vertu  de  (16),  liées  aux  variables  ~/ 
par  les  équations 

(«6*)  ,,„  =  ci;;z,  +  ...  +  ci;'>„. 

Les  varlahles  normales  Ua  sont  donc  des  fonctions  linéaires  des 
'variables  normales  z^.  On  peut  ici  placer  cette  remarque,  qui 
trouvera  son  application  dans  le  Mémoire  III,  que  les  variables  nor- 
males Mj,  par  la  combinaison  des  équations  (i5)  et  (18),  admettent 
aussi  pour  définition  la  formule 


(«8*)  Uk 


R 


,{0) 


\pf.[x'i^)\P 


'b 


Transformons  la  Ïotvlvc  f[dx)  par  l'introduction  du  système  des 
variables  normales  u/,^  de  sorte  qu'il  en  résulte  l'équation 

( 20 )  f{dx)  ^  o{du)', 

alors  ^{dii)  sera  un  type  normal  de  la  forme  f[dx).  Si,  pour  une 
forme  g{dY)  appartenant  à  la  môme  classe  quef{dx)^  on  forme  le 
système  correspondant  de  variables  normales  Z/,  défini  par  (19),  et 
que  l'on  établisse  le  type  normal  -/^[dz)^  on  aura  l'équation 

(21)  cf{du)  =  xidz), 

tandis  que  les  variables  u^  sont,  en  vertu  de  (16*),  des  fonctions 
linéaires  homogènes  des  variables  Zj.  L'espèce  de  la  dépendance 
entre  <^[du)  et  -/^[dz]  est  dojic  d'un  autre  degré  que  l'espèce  de 
la  dépendance  entre  f[dx)  et  g  {dy).  A  cause  de  cela,  la  concep- 
tion du  type  normal  fournit  un  moyen  pour  l'étude  des  propriétés 
d'une  classe  de  formes. 

Par  la  substitution  (16*),  l'expression  finie  /j)(zf),  relative  à  la 
formey*(rfa:),  et  la  forme  à  coefficients  constants yèl^") 5  relative  à 
la  même  formey(<ix),  se  transformeront  aussi  dans  les  algorithmes 
correspondants,  relatifs  à  la  forme  g[dj)^  de  sorte  qu'on  aura  les 
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équations 

(22)  f,{u)=  go{z), 

(23)  f,{du)  =  g.[dz). 

En  même  temps,  l'intégrale  R,  définie  par  (8),  prendra  la  valeur 


(8*)  ^=VpUu)  =  ''^Jpg.[Z). 

Parla  combinaison  des  équations  (21}  et  (23),  on  obtient  encore  la 
relation  remarquable 

(23*)  o[du)-Jo{du)  =-/Xdz)  —  g,{dz). 

Parmi  les  formes  de  n  diiFérentielles,  celles  dont  les  coefficients 
sont  constants  occupent  une  place  à  part,  et  il  est  à  souhaiter  de 
pouvoir  reconnaître  si  une  forme  donnée  y^(^x)  est  transformable 
ou  non  en  une  forme  à  coefficients  constants.  Quand  le  degré  p 
est  ^  2,  cette  question  peut  être  décidée  par  la  considération  du 
type  normal  de  la  forme  y(<^a:).  Supposons  que  la  {omie  J {dx) 
puisse  être  transformée  dans  la  forme  g{dj)^  dont  les  coefficients 
soient  constants.  Alors  le  système  d'équations  diflérentielles  relatif 
à  la  forme  g{dy)^  et  qui  se  tire  de  (i  i),  est  intégré  complètement 
de  la  manière  indiquée  plus  haut,  au  moyen  des  équations 

(24)  r*  =  rr' +  ;'-'«)//"'• 

et,  en  conséquence,  les  variables  7  /  sont  liées  aux  variables  nor- 
males Zi^  définies  dans  les  formules  (19),  par  les  équations 


(24*)  ri'  =  r\ 


-i' 


On  a,  d'après  cela,  pour  notre  forme  g{dj)^  l'équation 

(25)  '/^{dz)  =  go{dz). 

Or  celle-ci  entraîne  avec  elle,  en  vertu  de  (28  *),  l'équation 

(26)  o{du)  =zf„{du), 

et  ainsi  se  trouve  établi  le  critérium  suivant  :  L' ne  forme  J [dx], 
d'un  degré  égal  ou  supérieur  au  second,  peut  ou   ne  peut  pas 
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être  transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants,  suivant 
que  le  type  normal  de  cette  forme  est  ou  n'est  pas  une  forme  à 
coefficients  constants. 

C'est  ici  le  lieu  de  rappeler  que  la  théorie  des  formes  du  p'^'"" 
degré  de  n  différentielles  est  en  relation  très-étroite  avec  les  re- 
cherches sur  la  nature  de  V espace,  que  Gauss  a,  le  premier,  inau- 
gurées ('),  et  que,  plus  tard,  Riemaiin,  dans  son  Mémoire  post- 
hume :  Ueher  die  Hjpothesen,  welche  der  Géométrie  zu  Grunde 
liegen  (^),  a  reprises  avec  une  grande  généralité.  Ces  recherches 
partent  de  ce  que  la  position  d'un  point  dans  l'espace  est  détermi- 
nable  par  la  mesure  de  trois  quantités  j?i,  x^_^  Xj,  et  qu'à  un 
changement  continu  de  cette  position  correspond  une  variation 
continue  de  ces  trois  quantités.  La  mesure  de  la  distance  entre  le 
point  (xi,  Xj,  Xs)  et  un  point  voisin  [xi-\-dxx^  x^-hdx^^  Xi-\-dxz) 
n'est  pas  nécessairement  alors  la  racine  carrée  de  la  somme  des 
carrés  de  trois  différentielles  exactes.  La  mesure  de  cette  distance, 
ou  l'élément  linéaire  dans  l'espace,  peut,  au  contraire,  être  sup- 
posée égale  à  la  racine  carrée  d'une  forme  quadratique  cjuelconque 
essentiellement  positive,  ou,  plus  généralement,  à  la  racine  yy!*^""" 
d'une  forme  quelconque  essentiellement  positive,  du  p^'^""^  degré, 
des  différentielles  dx^^  dx^-,  dx^.  L'établissement  de  la  possibilité 
d'une  telle  théorie  de  l'espace  fait  voir  en  môme  temps  la  raison 
pour  laquelle  tous  les  efforts  pour  fonder  l'axiome  XI  d'Euclide 
sans  hypothèse  préalable  ont  dû  échouer.  Si,  au  lieu  des  trois  va- 
riables Xi,  J?2,  X3,  on  considère  les  n  variables  x^,  et  que  l'on 
prenne  l' expression 

'^pfîdF) 

pour  l'élément  linéaire  de  cette  variété  du  7^"""^  ordre,  alors  l'in- 
tégrale R,  définie  par  (8),  mesurera  la  longueur  d'une  ligne 
d' étendue  finie,  et  le  problème  de  calcul  de  variations,  posé  pour 
l' intégrale  R,  donne  à  cette  longueur  une  valeur  minimum. 
Lorsque  la  (orme  f[dx)  est  transformable  en  une  forme  g  {dj)  à 
coefficients  constants,  la  nature  de  la  ligne  ou  variété  du  premier 
ordre  correspondante  est  exprimée  par  les  équations  (24).  Si  l'on 


(')  Voir  ses  Lettres  à  Schumacher  du  17  mai  et  du  12  juillet  i83i. 

(^)  Ahliandlungen  der  K.  Gesellschaft  der  JVissenschaften  zu  Gottingen,  Bd.  XIII. 
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a,  en  outre,  p  =  2,  la  forme  ig[dj-)^  dont  les  coefficients  sont 
constants,  et  qui  est  supposée  essentiellement  positive,  est  toujours 
égale  à  la  somme  des  carrés  de  n  différentielles -,  l'expression  du 
carré  de  l'élément  linéaire  coïncide  avec  celle  qui  découle  des  prin- 
cipes de  la  Géométrie  euclidienne;  les  lignes  de  longueur  mini- 
mum, représentées  par  les  équations  (24),  se  changent  dans  les 
lignes  droites  de  la  Géométrie  euclidienne^  et  l'équation  (8*)  de- 
vient le  théorème  de  Pjthagofe. 

Le  critérium  que  nous  avons  indiqué  pour  savoir  si  une  forme 
f[dx)^  dans  le  cas  àe  py  2,  est  transformable  en  une  forme  à  coef- 
ficients constants,  suppose  l'intégration  complète  du  système  d'é- 
quations difîérentielles  (11).  iJne  form,e  du  premier  degré 

f{dx)  =:  ttydXt  -1-  ttidx.  H-  ...  H-  OndXn 

possède  cette  propriété  dans  le  cas,  et  seulement  dans  ce  cas,  où  elle 
est  égale  à  une  différentielle  exacte.  Or  les  conditions  connues 
d'intégrabililé  peuvent  être  résumées  en  disant  que  la  forme,  bili- 
néaire  par  rapport  aux  deux  systèmes  dxa  et  âxh, 

(27)  èf{dx)-df{èx]  =^[~-  ^}i  dx.àx,, 

a,b 

qui  est  un  covariant  de  la  forme  f  [dx].,  doit  s'évanouir  identi- 
quement. Pour  les  formes  du  second  degré  de  n  différentielles,  on 
peut  pareillement  établir  un  critérium  qui  conduit  au  but,  sans 
l'intégration  préalable  d'un  système  d'équations  dilférentielles. 

Dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  Gauss  a  démontré  que,  si,  par 
un  point  d'une  surface  donnée,  on  mène  des  sections  normales,  et 
que  l'on  détermine  leurs  rayons  de  courbure,  le  produit  des  'va- 
leurs réciproques  du  plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  de  cour- 
bure reste  invariable  dans  une  déformation  de  la  surface.  Cette 
quantité,  que  Gauss  appelle  la  mesure  de  la  courbure  de  la  sui^- 
face  au  point  donné,  est  d'une  haute  importance.  Si  le  carré  de 
l'élément  linéaire  pour  la  surface  est  représenté  par  la  forme  qua- 
dratique (2*)  des  deux  différentielles  f/^  g,  <i)  3,  l'expression  de  la 
mesure  de  courbure,  donnée  par  Gauss,  art.  Il,  est  un  invariant  de 
la  forme  (2*).  Cet  invariant  s'évanouit,  toutes  les  fois  que  la 
forme  correspondante  peut  être  transformée  dans   la  forme  à 
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coefficients  constants 

da'l  -+-  div], 

ou  encore  toutes  les  fois  que  la  surface  donnée  est  déi>eloppable 
sur  un  plan. 

Dans  le  cas  d'une  forme  quadratique  f{dx)  de  plus  de  deux  dif- 
férentielles, pour  trouver  des  combinaisons  covariajites  à  cette  sur- 
face dans  une  transformation  quelconque  de  la  forme  f[dx)  en  une 
forme  g{dj^)^  on  peut  partir  des  considérations  que  Lagrange  a  ex- 
posées dans  la  Mécanique  analytique  (seconde  Partie,  section  IV), 
touchant  la  transformation  des  expressions  différentielles.  Ces  con- 
sidérations donnent,  pour  la  forme  y(^x),  l'équation 

a  k 

dont  le  premier  membre,  divisé  par  dt^  et  égalé  à  zéro,  fournit  le 
système  d'équations  différentielles  (i  i).  Représentons  maintenant 
la  forme  quadratique  y ((^x)  comme  il  suit, 

(29)  f[dx)    :=  -\    Oa.bdXadXh, 

a, h 

de  manière  que,  d'après  (6),  le  déterminant  soit 

A  =  \  ±ai,,«2,...  .  .a„,n  =  I  aa.b  |; 
et  faisons,  de  plus, 

- —  ==  A<,,i. 

Otta.b 

Donnons  au  multiplicateur  de  dx^  dans  le  premier  membre  de  (28) 
la  forme 

\aa,hdx\fa[dx), 

b 

fi[dx)    désignant    la  forme    quadratique    suivante   des   dilféren- 
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tielles  dxg^ 

fa{dx)    —  ~\    fa.g.h  dxg  dXh, 


(3o) 


A. 


dxh         dx,         dxa 


Alors  la  forme  qiiadrilinéaire,  par  rapport  aux  quatre  systèmes 
de  variations  indépendantes 

d^Xa,       O^Xb,        dXg,       OXh 

des  variables  x„, 


(3 


,  ^' [d' X,  o'x,  dx,  èx] 

\     _  Y  (  >  dfjdx)   _      âf„(dx) 


)        ô  dxb  d  àxb 


Acdrâ fAdx)  âUèx)      dfjàx)  dUdx)l I  ^,^  ^^^ 
A  |_  âdxa     do  Xi        ddxa     ddxb  Ji       "        ' 


est  un  covariant  de  la  forme  f{dx) .  Cette  forme,  que  M.  ChristolTel, 
dans  son  Mémoii-e  :  Ueher  die  Transformation  der  homogenen 
Differenzialausdriicke  zweiten  Grades  [Journal  de  Borchardt, 
t.  70,  p.  46-70),  a  désignée  (p.  58)  par  G4,  est  une  forme  bilL- 

néaire  de  deux  systèmes  de  combinaisons 

d^Xa^^Xb  —  o'^Xad^Xb,     et     dxgàxk — oXgdx/,. 

Cette  forme,  comme  nous  le  montre  sa  représentation,  doit  s  éva- 
nouir identiquement,  toutes  les  fois  que  la  forme  f[dx)  peut  être 
transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants. 
Lorsque  la  forme  de  deux  différentielles 

(29*)  if[dx)  =  tti.idx]  -h  la^^^dxidxï-^  a2,2dxl 

désigne  le  carré  de  l'élément  linéaire  pour  une  surface  rapportée 
aux  variables  Xi  et  x^^  alors,  entre  la  mesure  de  courbure  de 
Gauss  k  au  point  (xi,  0:2)  de  la  surface  et  la  forme  correspondante 
^  [d^  x^i  (J^o:,  dx^  cJjc),  on  a  l'équation 

(32)  7 ^ {d'x,  è^x,  dx,  ox)=—  k{d' a:, o'x^—è'x^  d'Xi)  [dx,  ôx^—  §x,  dx^^) . 

Comme  les  systèmes  des  valeurs  Xi,  x^  composent  une  variété  du 
second  ordre,  on  peut  s'exprimer  en  disant  que,  lorsque  la  forme 
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quadrilinéaire  "^  [d^x^  d^x^  dx^  ^x),  correspondant  à  une  forme 
fi^dx)^  s'é'^anouil  identiquement,  la  forme  f[dx)  est  transfor- 
mable en  une  forme  à  coefficients  constaiits.  La  démonstration  de 
cette  proposition,  qui  n'a  pas  encore  été  donnée,  même  pour  n=  2^ 
s'obtient  par  la  considération  du  système  de  n  équations  différen- 
tielles 

L  ^       •' Cl,  —    G, 


(^^)        I]^"^^'"^2 


âx'i^ 


où  les  valeurs  de  x^  et  de  x'^.  sont  tirées  de  l'intégration  complète  du 
système  (11)  indiquée  ci-dessus.  Dès  que  la  forme 

W{d^x,  ô'x,  dx,  ôx) 

est  identiquement  nulle,  les  n  systèmes  d'expressions 

âx6  àxf, 


(34)  'Ç6 


[t  —  t^)dx)"'^        dui 


devront  satisfaire  au  système  d'équations  différentielles  (33),  et 
par  suite  l'intégrer  complètement.  De  ce  fait  on  déduit  alors  l'équa- 
tion ci-dessus  (26),  qui  équivaut  à  la  proposition  énoncée.  L' é\>a- 
nouisseifient  identique  de  la  forme  quadrilinéaire 

^{d^x,  o^x,  dx,  ôx), 

relative  à  une  forme  f[dx)^  est  doJic  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  forme  f[dx)  puisse  être  transformée  en  une 
forme  à  coefficients  constants.  Avec  ce  théorème  nous  possédons  un 
critérium  qui,  comme  nous  l'avons  annoncé  plus  haut,  ne  suppose 
pas  l'intégration  préalable  d'un  système  d'équations  différentielles, 
et  qui  peut  être  appliqué  directement  dans  un  cas  donné  quelconque. 

[^4  suii're.) 
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Voici  les  litres  des  Notices  scientifiques  : 

Paye  :  Sur  la  constitution  physique  du  Soleil  (92  p.).  —  Funérailles  de 
M.  Laugier  :  Discours  de  MM.  Paye,  Delaunay,  Jurien  de  la  Gravière.  —  Fu- 
nérailles de  M.  Delaunay  :  Discours  de  M.  Paye. 

Annuaire  météorologique  de  l'Observatoire  de  Paris  pour  l'an  iSyS. 
—  Paris,  Gauthier- Villars.  i  vol.  in-i8.  2  fr. 

Bertrand  (L.),  professeur  agrégé  à  la  Faculté  des  Sciences  et  des 
Lettres  de  Genève.  —  Géométrie  de  position,  ou  Géométrie  su- 
périeure. Première  Partie'.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1873. 
In-8°.  6  fr. 

La  méthode  suivie  dans  cet  Ouvrage  est,  en  général,  celle  de  M.  Chasles.  11 
se  divise  en  trois  Sections  :  \.  Introduction.  2.  Propriétés  projectives  des  sys- 
tèmes primaires  de  quatre  éléments.  3.  Propriétés  projectives  des  systèmes  pri- 
maires complets. 

Bourdon.  —  Eléments  d'Algèbre.  Quatorzième  édition,  revue  et 
annotée  par  M.  E.  Prouhet.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1873. 
I  vol.  in-8°  (665  p.).  8  fr. 

Notes  ajoutées  par  M.  Prouhet  :  \ .  Sur  les  nombres  incommensurables.  2.  Sur 
l'équation  du  second  degré.  3.  Développement  de  [n  h-  byj—c)"".  4.  Sur  la  base 
des  logarithmes  népériens.  .^.  Fonctions  dérivées.  6  et  7.  Des  différences;  leur 
application  à  la  résolution  des  équations.  8.  Méthode  de  Newton.  9,  Sommation 
des  piles  de  boulets. 

Bourdon.  —  Application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  comprenant 
la  Géométrie  analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions.  Septième 
édition,  revue  et  annotée  par  M.  G.  Darhoux.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1872.  I  vol.  in-8°  (xx-648  p.,  10  pi.).  8  fr. 

Notes  ajoutées  par  M.  Darboux  :  1.  Théorème  des  projections  et  transforma- 
tion des  coordonnées.  2.  Centre  des  distances  proportionnelles.  3.  Distance  d'un 
point  à  une  droite  et  surface  du  triangle  déterminé  par  trois  points.  4.  Discus- 
sion de  l'équation  générale  du  second  degré.  5.  Interprétation  des  inégalités  en 
Géométrie  analytique.  6.  Lieux  géométriques.  7.  Déterminants,  leur  application 
géométrique.  8.  Réduction  de  l'équation  du  second  degré,  etc.  9.  Théorèmes 
relatifs  aux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse.  dO.  Théorie  des  tangentes.  W.  In- 
tersection de  deux  courbes  du  second  degré.  12.  Équation  qui  détermine  les 
couples  de  sécantes  communes  à  deux  courbes  du  second  degré.  13.  Détermi- 
nation des  courbes  du  second  degré  passant  par  un  nombre  donné  de  points. 
14.  Plan  tangent  des  surfaces  algébriques.  15.  Plan  polaire  des  surfaces  du  se- 
cond degré.  16.  Centre  et  plans  diamétraux.  17.  Plans  principaux  des  surfaces 
du  second  degré.  18.  Réduction  de  l'équation  du  second  degré  à  sa  forme  la 
plus  simple,  etc. 
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Brisse  (Cil.)  et  Ajvdré  (Cli.).  —  Cours  de  Physique,  à  l'usage  des 

élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  Avec  470  figures 

intercalées  dans  le   texte.  —  Paris,  Dunod,  1873.    i  vol.  in-8° 

(608  p.).  i3fr. 

Instruments  de  mesure.  Notions  de  Mécanique.  Pesanteur.   Équilibre  des 

liquides.  Équilibre  des  gaz.  Écoulement  des  liquides.  Capillarité.  Électricité. 

Magnétisme. 

Connaissance  des  Temps  ou  des  mouvements  célestes,  à  l'usage  des 
Astronomes  et  des  Navigateurs,  pour  l'an  1 874,  publiée  par  le  Bu- 
reau des  Longitudes.  Avec  Additions.  — Paris,  Gauthier-Villars, 

1872.  I  vol.  in-8°.  6  fr.  5o  c. 
Additions.  —  De  la  Rnche-Poncié  :  Sur  la  Table  des  positions  géographiques, 

additions  et  corrections  faites  cette  année.  —  Flrunois  (G.)  :  Rapport  sur  la 
longitude  de  Shang-Haï  déduite  des  observations  méridiennes  de  la  Lune  ('21  p.). 
—  Fleuriais  (G.)  :  Rapport  sur  la  longitude  dePondichéry  déduite  des  observa- 
tions méridiennes  de  la  Lune  (24  p.)- 

HiRN  (G. -A.).  —  Mémoire  sur  les  conditions  d'équilibre  et  sur  la 
nature  probable  des  anneaux  de  Saturne.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1872.  In-4*',  avec  planches.  4  f''- 

Mathieu  (Ém.).  —  Cours  de  Physique  mathématique.   —  Paris, 

1873.  I  vol.  iii-4*' (294  p.).  i5fr. 
Cet  Ouvrage  a  pour  but  principal  les  Méthodes  d'intégratioa  en  Physique  ma- 
thématique. Il  se  divise  en  neuf  Chapitres  :  1.  Emploi  des  séries  trigonométri- 
ques  (Corde  vibrante.  Chaleur  des  corps  solides).  2.  Surfaces  isothermes  et 
coordonnées  curvilignes.  3.  Équihbre  de  température  des  cylindres  indéfinis 
(Solution  générale.  Système  de  cylindres  isothermes).  4.  Équations  différen- 
tielles linéaires  du  second  ordre.  5.  Mouvement  vibratoire  des  membranes  et 
température  des  cylindres.  6.  Distribution  de  la  température  dans  une  sphère. 
7.  Distribution  de  la  chaleur  dans  un  milieu  indéfini  et  températures  du  globe 
terrestre.  8.  Équilibre  de  température  de  l'ellipsoïde.  9.  Refroidissement  d'un 
ellipsoïde  planétaire. 

RorcHÉ  (E.)  et  de  Comberousse  (Ch.).  —  Eléments  de  Géométrie, 
entièrement  conformes  aux  derniers  programmes  d'enseignement 
des  classes  de  troisième,  de  seconde,  de  rhétorique  et  de  philoso- 
phie, suivis  d'un  Complément  à  l'usage  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions 
sur  le  Lever  des  plans  et  l'Arpentage.  Deuxième  édition.  — Paris, 
Gauthier-Villars,  1873.  i  vol.  in-8°.  5  fr. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  n3 


REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

BRETSCHNEIDER  (C.-A.),  Professer  am  Gymnasium  zu  Gotha.  —  Die  Géo- 
métrie UND  DIE  Geometer  vor  Elclides.  Ein  historischerVersuch.  —  Leipzig, 
Druck  und  Verlag  von  B.-G.  Teubner,  1 870  (  '  ). 

L'étude  des  origines  de  la  Géométrie,  jusqu'à  ces  derniers  temps, 
était  restée  à  peu  près  au  même  point  qu'à  l'époque  de  la  publica- 
tion de  V Histoire  des  Mathématiques  de  Montucla,  et  malgré  les 
progrès  considérables  qu'ont  faits  les  sciences  historiques  dans  notre 
siècle,  on  n'avait  ajouté  que  bien  peu  de  chose  aux  résultats  connus 
depuis  cent  ans,  relativement  aux  travaux  des  fondateurs  de  la 
Géométrie  chez  les  Grecs.  Il  fallait,  pour  aller  plus  loin,  compulser 
avec  un  soin  extrême  les  moindres  documents  épars  dans  les  écrits 
des  philosophes,  des  biographes  et  des  commentateurs,  corriger  et 
interpréter  des  textes  souvent  altérés  ^  un  tel  travail  ne  pouvait 
être  entrepris  que  par  un  savant,  également  versé  dans  la  connais- 
sance de  l'antiquité  hellénique  et  dans  celle  des  Mathématiques,  et 
doué,  outre  cela,  d'une  patience  à  toute  épreuve. 

C'est  grâce  à  la  réunion  si  rare  de  ces  qualités  que  M.  Bret- 
schneider  a  pu  entreprendre  et  mener  à  bonne  fin  un  travail  de- 
vant lequel  tant  d'autres  avant  lui  avaient  reculé,  et  nous  donner, 
dans  le  mince  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux,  le  résumé 
complet  de  tous  les  documents  qui  nous  restent  sur  cette  époque 
de  riiistoire  des  Sciences,  naguère  encore  si  obscure,  et  sur  laquelle 
il  a  jeté  de  vives  clartés.  On  nous  pardonnera  sans  doute  si  nous 
nous  étendons  avec  quelques  développements  sur  ce  Livre,  qui 
vient  renouveler  complètement  les  notions  imparfaites  qui  avaient 
cours  sur  les  commencements  de  la  Géométrie  ancienne.  Nous 
mettrons  à  profit,  dans  cette  étude,  les  divers  comptes  rendus  de 
cet  Ouvrage  qui  ont  été  faits  en  Allemagne,  et  en  particulier  les 
observations  critiques  publiées  par  M.  Friedlein,  tant  dans  le 
Zeitschrift    filr     mathcinatischen     und    naturwissenschaftliclien 


(')  Bretschxeider,  professeur  au  Gymnase  de  Gotha.  —  La  Géométrie  et  les  Géo- 
mètres avant  Euclide.  Essai  historique.  —  Leipzig,  Teubner,  1870.  —  i  vol.  in-S", 
184  p.,  I  pi.  Prix  :  5  fr.  5o  c. 
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Unierrichl  ('),   (2^  année,  1871,  p.  34i   et  suiv.),  que  dans  une 

intéressante  brochure  imprimée  en  1872  (^). 

M.  Brctschneider  a  eu  l'excellente  idée  de  reproduire  en  entier, 
dans  le  texte  original,  tous  les  fiagments  des  auteurs  grecs  qu'il 
cite  dans  son  travail,  ce  qui  permet  aux  lecteurs  de  contrôler  l'exac- 
titude de  sa  traduction  et  les  conséquences  qui  en  découlent.  Et  en 
effet,  M.  Friedlein  a  pu,  grâce  à  ce  système,  relever  quelques 
erreurs  de  traduction,  pouvant  influer  sur  les  conclusions  que 
l'auteur  en  avait  déduites. 

L'Ouvrage  se  divise  en  six  Chapitres,  précédés  d'une  Préface  et 
d'une  Inti'oduction,  où  l'auteur  signale  l'insuffisance  des  écrits 
historiques  publiés  jusqu'à  ce  jour,  sur  la  Géométrie  avant  Euclide. 
Les  philologues  qui  ont  consulté  les  sources  manquaient  généra- 
lement de  l'instruction  mathématique  nécessaire,  et  souvent  ils  se 
sont  trop  hâtés  de  rejeter  l'authenticité  des  documents  qu'ils  avaient 
devant  eux.  D'autres,  au  contraires,  tels  que  Rôth,  ont  cru  devoir 
tout  admettre,  et  nous  ont  donné  comme  sérieux  les  récits  les  plus 
romanesques  des  derniers  écrivains  de  l'Ecole  d'Alexandrie. 
^L  Brctschneider,  par  ses  profondes  connaissances  en  Mathéma- 
tiques et  son  esprit  circonspect,  a  su  se  mettre  en  garde  contre  ces 
deux  excès  opposés. 

Le  premier  Chapitre  est  intitulé  :  La  Géométrie  des  Egyptiens. 
Tout  le  monde  s'accorde  à  placer  en  Egypte  le  berceau  de  la  Géo- 
métrie. Suivant  Hérodote,  le  sol  de  ce  pays  ayant  été  originairement 
distribué  aux  habitants  par  carrés  égaux  (^),  les  impôts  étaient 
établis  d'après  cette  distribution,  et  le  débordement  annuel  du  Nil, 
venant  entamer  les  portions  des  riverains,  rendait  nécessaire,  cha- 
que année,  une  nouvelle  répartition,  et  par  suite  une  nouvelle 
mesure  des  terres.  C'est  à  cette  obligation  incessante  qu'Hérodote 
attribue  l'invention  de  la  Géométrie,  qui  des  Eg3"ptiens  a  passé 
plus  tard  chez  les  Grecs  (*).  Les  auteurs  plus  récents  modifient  un 
peu  cette  explication,  en  admettant  cjue  chaque  inondation  du 
Ueuve  effaçait  la  démarcation  des  champs,  laquelle  ne  pouvait  être 


(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  48. 

(-)  Beitràge  zur  Geschichte  der  Mathematik.  II.  Programm  ziir  ôfferitlichen  Preise- 
yertheilung  an  der  Studlen-Anstalt  Hof.  (21   p.  iu-^°.) 
(')  Kxîoo»  Î5-0V  tx.îa^ai  rtTpi.yaitov. 
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rétablie  qu'après  un  nouveau  mcsurage.  Montucla  et  M.  Bret- 
sclnieider  repoussent  cette  addition  au  récit  d'Hérodote,  tandis  que 
M.  Friedlein  ne  lui  refuse  pas  toute  vraisemblance. 

On  conçoit,  d'après  cela,  que  la  Géométrie  égyptienne  ait  eu  pour 
principal  but  la  mesure  et  le  partage  des  aires.  Il  s'agirait  mainte- 
nant de  savoir  jusqu'à  quel  degré  de  développement  elle  est  par- 
venue, et  nous  trouvons  là-dessus  de  précieux  renseignements 
dans  le  papyrus  de  Rbind,  qui  fait  actuellement  j^artie  de  la  collec- 
tion du  Musée  britannique.  Ce  papyrus,  qui  n'a  pas  encore  été 
publié  ni  traduit,  mais  dont  une  analyse  a  été  donnée  par  M.  Birch 
dans  le  Zeischriftfiir  Aegyptische  Sprache  und  Altei^thwnskunde 
de  Lepsius  (1868,  p.  108),  est  la  copie  déjà  très-ancienne  (xi*^  siè- 
cle avant  J.-C.)  d'un  Traité  de  Géométrie  pratique,  qui  aurait  été 
composé,  suivant  M.  Birch,  vers  le  temps  de  Cliéops  etd'Apophis 
( 3400-3200  avant  J.-C.).  Ce  Traité  contient  des  exemples  numéri- 
ques de  mesures  du  rectangle,  du  cercle,  du  triangle  rectangle,  du 
trapèze  isoscèle^  le  partage  d'un  champ  triangulaire  par  des  paral- 
lèles à  la  base  équidistantes  entre  elles  5  le  calcul  du  volume  d'une 
pyramide-,  la  quadrature  approchée  du  cercle  au  moyen  de  l'hexa- 
gone régulier.  Quelque  restreintes  que  soient  les  connaissances  expo- 
sées dans  cet  Ouvrage,  elles  sont  supérieures  aux  procédés  inexacts 
employés,  bien  des  siècles  plus  tard,  par  les  arpenteurs  romains. 

Ces  règles  d'arpentage  avaient  été  sans  doute  précédées,  à  une 
époque  fort  ancienne,  de  recherches  théoriques,  faites  par  les  prê- 
tres, uniques  dépositaires  de  la  tradition  scientifique  5  mais  nous  ne 
possédons  aucune  donnée  directe  sur  cette  doctrine  ésotérique,  et 
nous  en  sommes  réduits  à  former  des  conjectures,  d'après  ce  que 
nous  savons  sur  les  connaissances  des  Grecs  qui  sont  allés  s'in- 
struire chez  les  prêtres  égyptiens.  Il  est  probable  que  les  Livres 
contenant  les  théories  géométriques  avaient  été  de  bonne  heure 
classés  parmi  les  Livres  sacrés,  dont  il  n'était  plus  permis  de  s'écar- 
ter, et  dès  lors  on  conçoit  que  ces  théories  avaient  dû  rester  station- 
naires  depuis  un  grand  nombre  de  siècles.  M.  Bretschneider  consi- 
dère la  forme  d'exposition  de  la  Géométrie  égyptienne  comme 
étant  l'origine  immédiate  de  la  forme  roide  et  sèche  adoptée  par 
tous  les  géomètres  grecs,  et  qui  contraste  d'une  manière  si  frap- 
pante avec  la  souplesse  et  l'élégance  de  toutes  les  autres  produc- 
tions du  génie  hellénique, 

8. 
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Le  deuxième  Cliapitre  a  pour  titre  :  La  transmission  des  Mathé- 
matiques des  Egyptiens  aux  Grecs.  L'auteur  rappelle  les  nom- 
breuses relations  qu'ont  eues  les  Grecs  avec  les  Egyptiens,  avant 
les  temps  historiques,  et  dont  le  souvenir  se  retrouve  dans  les 
mythes  de  l'ancienne  Grèce.  C'est  d'Egypte  que  venaient  les  inven- 
teurs des  Arts  mécaniques,  tels  que  Dédale  et  son  neveu  Talus,  et 
les  fondateurs  de  villes,  comme  Danaûs,  Cécrops,  etc. 

M.  Bretschneider  regarde  comme  fabuleuse  l'existence  du  Phry- 
gien Euphorbus,  dont  la  légende  ne  s'appuie  que  sur  une  citation 
tronquée  de  vers  de  Callimaque,  faite  par  le  compilateur  Diogène 
Laërce.  Cet  Euphoi^bus  ne  serait  autre  chose  que  Pythagore  lui- 
même,  qui,  ainsi  que  nous  le  raconte  Ovide,  prétendait  avoir  vécu 
sous  le  nom  d'Euphorbus  du  temps  de  la  guerre  de  Troie  (*). 

Tout  ce  que  nous  savons  de  précis  sur  la  manière  dont  la  Géo- 
métrie a  passé  d'Egypte  en  Grèce  est  emprunté  à  un  fragment  de 
VHistoire  des  Mathématiques  d'Eudémus,  cjue  Proclus  nous  a 
conservé  dans  son  Commentaire  sur  le  premier  Livre  des  Eléments 
d' Euclidc.  Eudémus,  l'un  des  plus  éminents  disciples  d'Aristote, 
écrivait  entre  34o  et  3io  avant  J.-C,  deux  siècles  et  demi  après 
Thaïes,  sur  les  travaux  duquel  il  pouvait  encore  recueillir  des  infor- 
mations sûres.  Il  était,  en  outre,  lui-même  un  habile  géomètre,  de 
sorte  que  son  Livre,  dont  nous  ne  saurions  trop  déplorer  la  perte, 
était  digne  de  toute  confiance.  Malheureusement  nous  n'en  possé- 
dons plus  que  quelques  passages,  qui  nous  ont  été  transmis  par  les 
commentateurs  d'Euclide  et  d'Aristote,  et  dont  M.  Bretschneider  a 
tiré  le  plus  grand  parti  pour  la  restauration  de  l'histoire  scientifique 
de  l'époque  qui  nous  occupe.  On  cite  aussi  Théophraste  comme 
auteur  d'un  Ouvrage  analogue  à  celui  d'Eudémus,  mais  dont  il  ne 
reste  plus  aucune  trace. 

D'après  les  fragments  d'Eudémus,  ce  sont  Thaïes,  Pythagore, 
OEnopidès  et  quelques  autres  qui  auraient  rapporté  en  Grèce  la 
science  de  l'Egypte.  Les  prêtres  égyptiens,  suivant  ce  que  nous  rap- 
porte Diodore,  étaient  fiers  d'avoir  eu  pour  élèves  les  plus  illustres 
d'entre  les  Grecs,   Orphée,   Musée,   Dédale,   Homère,  Lycurgue, 


(•)  Ipse  ego,  nani  memini,  Trojani  tempore  belli 

Panthoides  Euphorbus  eram. . . . 

{Metam.,  XV,  iGo.) 
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Solon,  Pytliagore,  Eudoxe,  Platon,  Démocrite,  etc.,  et  se  plaisaient 
à  montrer  des  monuments  du  passage  de  ces  grands  liommes.  Ce 
que  nous  racontent  les  historiens  sur  la  longue  durée  du  séjour  de 
ces  philosophes  grecs  en  Egypte  n'a  rien  d'improbable,  quand  on 
réfléchit  au  temps  qu'ils  ont  dû  consacrer,  préalablement  à  toute 
autre  étude,  à  se  rendre  maîtres  de  la  langue  du  pays.  Aussi  n'y  a 
t-il  rien  d'étonnant  à  ce  que  certains  d'entre  eux  n'y  aient  puisé 
qu'une  connaissance  incomplète  de  la  science  qu'ils  allaient  étu- 
dier. 

L'objet  du  troisième  Chapitre  est  :  TJialès  et  les  géomètres  de 
V Ecole  ionique.  Thaïes  naquit  à  Milet,  vers  64o  avant  J.-C,  d'une 
famille  d'origine  phénicienne.  S'étant  rendu  en  Egypte,  pour 
affaires  de  commerce,  il  profita  de  son  séjour  pour  s'instruire  au- 
près des  prêtres  égyptiens,  et  rapporta  de  son  voyage  des  connais- 
sances en  Géométrie  et  en  Astronomie,  qui  ne  semblent  pas  avoir 
dépassé  les  premiers  éléments  de  ces  sciences.  Tous  les  historiens 
sont  d'accord  pour  lui  attribuer  la  prédiction  de  l'éclipsé  de  Soleil 
qui  eut  lieu,  le  28  mai  585  avant  J.-C,  et  c'est  peu  après  cette 
époque  que  l'on  commença  à  lui  donner  le  nom  de  sage.  Il  est  le 
seul,  parmi  les  sept  hommes  que  la  Grèce  antique  a  honorés  de  ce 
titre,  qui  se  soit  occupé  de  spéculations  scientifiques,  en  dehors  de 
l'utilité  immédiate. 

En  Géométrie,  on  lui  attribue  la  découverte  de  l'égalité  des  an- 
gles opposés  par  le  sommet,  la  démonstration  par  retournement  de 
l'isoscélisme  d'un  triangle  qui  a  deux  angles  égaux,  le  théorème 
de  l'égalité  de  deux  triangles  ayant  même  base  et  mêmes  angles  à 
la  base,  la  propriété  d'un  diamètre  de  couper  le  cercle  en  deux 
parties  égales,  et  le  théorème  qu'un  angle  inscrit  dans  un  demi- 
cercle  est  droit.  Il  est  diûicile  de  savoir  s'il  a  trouvé  lui-même  ces 
propositions,  ou  s'il  les  a  puisées  chez  les  Egyptiens.  La  connais- 
sance de  ces  théorèmes  suppose  celle  d'un  grand  nombre  d'autres 
propriétés  élémentaires,  relatives  aux  parallèles,  aux  triangles  iso- 
scèles  ou  quelconques,  aux  parallélogrammes.  Il  ne  semble  pas 
cependant  que  l'on  ait  connu,  avant  le  temps  de  Pythagore,  une 
démonstration  simple  et  générale  du  théorème  sur  la  somme  des 
angles  d'un  triangle. 

Outre  ces  découvertes  théoriques,  on  attribue  encore  à  Thaïes  la 
solution  de  deux  problèmes  de  Géométrie  pratique  :  la  détermina- 
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lion  de  la  distance  au  rivage  d'un  navire  en  mer,  et  celle  de  la 
hauteur  des  pyramides  d'Egypte  d'après  la  longueur  de  leur  ombre. 
Pour  la  première  de  ces  deux  mesures,  M.  Bretschneider  suppose 
que  Tlialès  s'est  probablement  servi  de  l'angle  que  faisait  avec  la 
verticale  le  rayon  visuel  du  navire,  vu  d'une  station  dont  on  con- 
naissait l'élévation  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  et  qu'il  a  en- 
suite obtenu  le  résultat  au  moyen  d'une  construction  ]  mais  c'est  en 
tirer  une  conclusion  forcée  c[ue  de  prêter  à  Thaïes  la  connaissance 
de  la  théorie  de  la  similitude  des  triangles,  dont  il  avait  tout  au 
plus  des  notions  rudimentaires.  Quant  à  la  hauteur  des  pyramides, 
il  l'a  mesvirée,  suivant  le  récit  d'Hiéronyme,  cité  par  Diogène  Lacrce, 
au  moment  où  l'ombre  d'un  objet  vertical  était  de  môme  longueur 
que  cet  objet.  On  ne  sait  trop,  cependant,  comment  il  a  pu  déter- 
miner la  distance  de  l'extrémité  de  l'ombre  à  la  projection  du  som- 
met, cachée  dans  l'intérieur  de  la  masse  du  monument. 

Thaïes  connaissait  assez  complètement  le  système  astronomique 
des  Égyptiens.  Il  considérait  le  monde  comme  une  sphère,  dont  la 
Terre  occupe  le  centre.  Outre  le  mouvement  diurne  commun  à 
tous  les  astres,  le  Soleil  et  la  Lune  ont  un  mouvement  propre.  Le 
Soleil  décrit  une  courbe  coupant  obliquement  l'équateur  et  tan- 
gente aux  deux  tropiques  5  ses  mouvements  d'aller  et  de  retour, 
entre  les  deux  tropiques,  se  font  dans  des  temps  inégaux.  La  durée 
de  l'année  était  fixée  à  365  jours  par  les  Égyptiens,  et  Thaïes  n'en 
a  pas  connu  de  valeur  plus  exacte.  Il  possédait  la  véritable  explica- 
tion des  éclipses,  et  la  prédiction  qu'on  lui  attribue  suppose,  de 
plus,  la  connaissance  de  la  période  de  dix-huit  ans  et  onze  jours. 
C'est  lui  qui  a,  dit-on,  appris  aux  navigateurs  grecs  à  se  guider 
d'après  la  constellation  de  la  Petite  Ourse.  Enfin  il  a  évalué  le 
diamètre  apparent  du  Soleil  à  la  ^720'^  partie  de  l'orbite  décrite  par 
cet  astre. 

Parmi  les  plus  remarquables  disciples  de  Thaïes,  on  cite  :  Amé- 
rislos,  frère  du  poëte  Stésichore  ;  Anaximandre,  à  qui  l'on  doit 
l'introduction  du  gnomon  chez  les  Grecs,  et  qui  aurait  même,  à  ce 
€{ue  prétend  Simplicius,  déterminé  les  rapports  des  distances  des 
planètes  ;  Anaximène,  le  dernier  et  le  plus  célèbre  des  philosophes 
de  cette  École,  et  qui,  pas  plus  qu' Anaximandre,  ne  s'est  occupé  de 
Géométrie  pure. 

OEnopidès  de  Cliios  a  une  place  à  part,  en  dehors  de  l'Ecole 
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ionique.  C'est  lui  qui  a  résolu  le  problème  d'abaisser  une  perpen- 
diculaire d'un  point  extérieur  sur  une  droite,  et  celui  de  con- 
struire un  angle  égal  à  un  angle  donné.  Jl  s'attribuait  la  détermina- 
tion de  la  grandeur  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  quoique  cette 
quantité  dût  être  connue  depuis  longtemps  des  Egyptiens  dont  il 
était  le  disciple.  C'est  lui  qui  a  fait  connaître  aux  Grecs  la  grande 
ajiJiée,  ou  cycle  luni-solaire  de  cinquante-neuf  ans. 

Le  quatrième  Chapitre  est  intitulé  :  Pjthagore  et  ses  disciples 
immédiats.  Naguère  encore~il  était  admis  parmi  les  philologues 
que  nous  ne  savions  rien  de  certain  sur  la  personne  et  sur  les  tra- 
vaux de  Pythagore.  Les  fragments  qui  nous  sont  parvenus,  comme 
provenant  d'auteurs  de  son  Ecole,  étaient  réputés  apocryphes,  par 
la  seule  raison  que  l'on  y  rencontrait  des  idées  appartenant  à  Pla- 
ton, comme  si  Platon  n'avait  pas  dû  s'approprier  plus  d'une  fois 
les  opinions  du  plus  illustre  de  ses  devanciers.  Depuis  que  Bockli 
et  Lobeck  se  sont  prononcés  pour  l'authenticité  des  fragments  de 
Philolaiis,  et  d'une  partie  au  moins  des  Hymnes  orphiques,  cette 
ardeur  critique  s'est  un  peu  ralentie.  Puis  est  venu  Roth  qui,  dans 
sa  Kie  de  Pjthagore,  est  tombé  dans  l'excès  contraire,  en  accueil- 
lant indistinctement  tous  les  récits  qui  ne  portaient  pas  le  cachet 
évident  de  l'absurdité  et  de  la  contradiction.  C'est  entre  ces  deux 
extrêmes  qu'il  faut  chercher  la  vérité.  En  particulier,  il  est  injuste 
de  refuser  de  tenir  compte  des  écrits  de  Porphyre  et  de  Jamblique, 
qui  contiennent,  il  est  vrai,  des  récits  fabuleux  comme  on  en  trouve 
d'ailleurs  beaucoup  chez  Diogène  Laërce,  mais  dont  les  auteurs 
pouvaient  avoir  sous  les  yeux  quelques-uns  des  nombreux  écrits, 
aujourd'hui  perdus,  des  Grecs  d'Italie. 

D'après  les  récits  de  ses  biographes,  Pythagore  serait  né  à  Samos, 
entre  568  et  564  avant  J.-C,  ce  qui  placerait  l'époque  de  sa  mort 
entre  488  et  478.  Le  voyage  de  Pythagore  en  Egypte  n'est  pas  plus 
douteux  que  celui  de  Thaïes  ou  de  Platon^  il  est  attesté,  entre 
autres,  par  Isocrate  et  par  Diodore.  Le  long  séjour  qu'il  dut  y  faire 
lui  permit  de  s'instruire  complètement  dans  la  langue  et  dans 
l'écriture  du  pays,  et  de  s'initier  plus  profondément  que  n'avait  pu 
le  faire  Thaïes  à  la  science  égyptienne  et,  en  particulier,  aux  Mathé- 
matiques. Nous  laissons  de  côté  l'histoire  de  sa  prétendue  captivité 
à  Babylone-,  nous  rappellerons  seulement  qu'en  5 10  avant  J.-C.  il 
vint,  après  avoir  erré  quelque  temps  en  Grèce,  se  fixer  à  Crotone, 
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où  il  fonda  l'Ecole  qui  porte  son  nom.  Plus  tard,  les  discordes 
civiles  le  forcèrent  à  se  réfugier  à  Tarente,  puis  à  Metapontum,  où 
il  mourut,  à  la  suite  des  violences  populaires  dirigées  contre  son 
Ecole. 

On  connaît  beaucoup  mieux  l'histoire  des  découvertes  de  Pytha- 
gore  que  celle  de  sa  personne.  En  Arithmétique,  il  a  trouvé  la 
théorie  des  proportions,  d'où  dépend  celle  de  la  similitude;  les 
progressions  arithmétiques;  la  propriété  delà  progression  des  nom- 
bres impairs  d'avoir  pour  somme  un  carré;  les  nombres  polygo- 
naux, dont  la  connaissance  semble  impliquer  celle  des  polygones 
réguliers. 

En  Géométrie,  on  lui  doit  la  propriété  du  plan  d'être  décompo- 
sableen  triangles  équilatéraux,  en  carrés  ou  en  hexagones  réguliers  ; 
la  démonstration  de  l'égalité  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
à  deux  angles  droits  ;  V application  (jraçaCoA;;')  des  aires  (  *  )  ;  le  célèbre 
théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse,  dont  M.  Bretschneider  a 
essayé  de  restituer  la  démonstration  telle  que  Pythagore  avait  du  la 
trouver;  la  règle  pour  former  des  triangles  rectangles  rationnels; 
la  découverte  des  rapports  incommensurables;  la  construction  d'une 
figure  semblable  à  une  autre  et  équivalente  à  une  troisième;  celle 
du  pentagone  régulier  étoile,  qui  fut  choisi  par  ses  disciples  comme 
signe  de  ralliement;  la  connaissance  des  cinq  polyèdres  réguliers, 
dont  l'un  au  moins,  le  dodécaèdre,  était  inconnu  avant  lui.  Mon- 
tucla  (t.  I,  p.  117)  a  cru  trouver  dans  un  passage  de  Diogène 
Laërce  un  indice  que  Pythagore  s'était  occupé  du  problème  des 
isopérimètres ,  et  avait  reconnu  la  propriété  de  maximum  du  cercle 
et  de  la  sphère.  Son  assertion  a  été  reproduite  par  M.  Chasles,  dans 
V-dpej'çu  historique.  Le  passage  de  Diogène  signifie  seulement  que 
le  cercle  et  la  sphère  sont  les  plus  belles  de  toutes  les  figures  (^). 

Telles  sont  les  découvertes  que  l'on  peut  attribuer  à  Pythagore  et 
à  son  ancienne  Ecole.  C'est  lui  qui,  le  premier,  cultiva  la  science 


(*)  Voir  Eucllde,  I,  44»  45,  et  VI,  28,  29.  A  ce  sujet,  M.  Bretschneider  rectifie,  à 
l'aide  d'une  transposition  très-simple,  un  passage  de  Plutarque  d'où  l'on  avait  cru 
pouvoir  inférer  que  Pythagore  connaissait  les  sections  coniques,  ou  du  moins  la  para- 
bole :  ritiÊst^ofaç  iTt]  t£  i^tAyfâ.fjLyetTi  /Sot/v  ïôug-iv •  ■  .,  iiTi  TKfi  tHç  î/TroTêiroi/coç. . . ,  i'nt 
TxpôSxM/z.a  nifi  TMc  Toû  ;^û)fiot/  ■TTxpyêoxîi'î.  {Non  posse  suai',  vivi  sec.  Epie,  c.  11.)  Le  texte 
vulgaire  porte  rsfi  rou  X""?''^"  '^^^  Tta.fo.SoXÎiç. 

(')  Ko.)  «râv  a-^MfjiiiTm  tÔ  xâxxis^ov  orcdjpctv  Éivoti  Ttîv  s-Ttpsœv,  t^v  cTî  irttTiiS'a'v  KÔKXor. 
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mathématique  en  deliors  de  tout  but  pratique.  Nous  avons  vu  de 
quelles  théories  fondamentales  il  a  enrichi  la  Géométrie.  Il  ne  paraît 
pas  qu'il  se  soit  beaucoup  occupé  du  cercle,  puisque,  quarante  ans 
après  sa  mort,  on  voit  Hippocrate  de  Chios  ignorer  encore  le  théo- 
rème relatif  à  la  mesure  de  l'angle  inscrit. 

Dans  le  cinquième  Chapitre,  l'auteur  étudie  :  Les  géomètres 
depuis  Pytlmgore  jusqu'à  Platon.  Les  doctrines  de  Pythagore 
furent  tenues  rigoureusement  secrètes  par  ses  disciples  jusqu'à  la  dis- 
persion de  l'École  pythagoricienne,  qui  suivit  la  victoire  définitive 
de  la  démocratie  dans  la  Grande-Grèce.  Quelques  disciples  durent 
alors  chercher  à  utiliser  leurs  connaissances  géométriques  pour  se 
procurer  des  moyens  d'existence,  et  par  eux  ces  connaissances  se 
répandirent  dans  la  Grèce  propre. 

Les  géomètres  de  cette  époque  se  sont  principalement  occupés 
de  trois  problèmes  :  la  trisection  de  l'angle,  la  duplication  du  cube 
et  la  quadrature  du  cercle.  Le  premier  de  ces  problèmes  a  été  ré- 
solu successivement  au  moyen  de  la  conchoïde  de  Nicomède,  de  la 
quadratrice  d'Hippias  (ou  de  Dinostrate),  des  spiriques  de  Perseus, 
de  la  spirale  d'Archimède.  C'est  Hippocrate  de  Chios  qui  a  fait 
faire  le  premier  pas  au  problème  de  la  duplication  du  cube,  en  le 
ramenant  à  celui  de  la  construction  de  deux  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Ce  même  géomètre  s'est  occupé  de  la  quadrature  du  cercle, 
comme  on  le  voit  d'après  un  précieux  fragment  d'Eudémus,  rap- 
porté par  Simplicius,  dans  son  Commentaire  sur  Aristote,  et  que 
]\L  Bretschneider  reproduit  in  extenso,  en  corrigeant  quelques 
altérations  du  texte.  La  lecture  de  ce  fragment  nous  prouve 
qu'Hippocrate  n'a  pas  commis  la  grave  erreur  dont  l'accuse  Aris- 
tote, d'avoir  conclu  de  la  quadrature  de  la  lunule  construite  sur  le 
côté  du  carré  celle  de  la  lunule  construite  sur  le  côté  de  l'hexagone. 
Ce  passage  de  Simplicius  est  resté  inconnu  de  Montucla,  qui  rend 
compte  des  travaux  d'Hippocrate  en  s'en  rapportant  à  ce  qu'en  a 
dit  Yiète.  C'est  là  le  plus  ancien  texte  qui  nous  reste  d'un  travail 
géométrique  écrit  en  grec. 

Antiphon  est  le  premier  qui  ait  regardé  le  cercle  comme  un  po- 
lygone d'une  infinité  de  côtés,  mais  sans  pouvoir  arriver  à  la  solution 
du  problème,  réservée  au  génie  d'Archimède.  Bryson  a  suivi  la 
même  voie,  en  considérant  deux  polygones,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
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conscrit,  dont  le  nombre  de  C(kés  allait  toujours  en  doublant.  Il 
pensait  qu'en  continuant  assez  loin  cette  duplication  on  finirait  par 
obtenir  deux  polygones  tels,  qu'en  prenant  une  moyenne  arith- 
métique entre  leurs  aires  on  obtiendrait  l'aire  du  cercle. 

D'après  le  fragment  cité  d'Eudémus,  Hippocrate  a  employé 
comme  proposition  auxiliaire  le  lemme  suivant  :  un  angle  inscrit 
dans  un  segment  de  cercle  est  aigu,  droit  ou  obtus,  suivant  que  le 
segment  est  plus  grand,  aussi  grand  ou  moins  grand  que  le  demi- 
cercle.  Cela  porte  à  croire  que,  de  son  temps,  on  ne  connaissait  pas 
encore  la  mesure  exacte  d'un  tel  angle. 

Les  derniers  géomètres  de  cette  période  que  l'on  ait  à  men- 
tionner sont  Agatliarchus  et  Tliéétète,  sur  les  travaux  desquels  on 
n'a  aucune  donnée  précise. 

Le  titre  du  sixième  et  dernier  Chapitre  est  :  Les  géomètres 
depuis  Platon  jiisq  a  à  Euclide.  Platon  a  vécu  entre  les  années  429 
et  348  avant  J.-C.  11  eut  pour  maitre  de  Mathématiques  Théodore 
de  Cyrène.  Il  se  procura,  dans  son  voyage  en  Italie,  les  écrits  du  py- 
thagoricien Philolaûs.  On  nous  le  présente  comme  ayant  attaché  un 
haut  prix  aux  Mathématiques,  ainsi  que  le  prouvent  ses  travaux,  et 
ainsi  que  l'atteste  la  tradition  recueillie  par  Tzetzès,  suivant  laquelle 
Platon  aurait  écrit  sur  la  porte  de  sa  maison  :  «  Que  nul  n'entre 
ici,  s'il  n'est  géomètre  {*).»  L'Ecole  de  Platon  devint  de  bonne  heure 
le  rendez-vous  de  tous  ceux  qui  s'occupaient  de  Mathématiques, 
tels  que  Archytas  de  Tarente,  Léodamas  de  Tliasos,  Tliéétète 
d'Athènes,  Néoclide,  Léon,  Eudoxc,  Amyclas  d'Héraclée,  les  deux 
frères  Ménechme  et  Dinostrate,  Autolycus,  Aristée,  etc.  ^Tous  les 
écrits  de  ces  géomètres  ont  disparu,  à  l'exception  de  deux  courtes 
notices  d' Autolycus,  et  tout  ce  que  nous  savons  sur  leurs  travaux 
nous  est  connu  par  les  extraits  d'Eudémus  qui  nous  ont  été  con- 
servés par  Eutocius. 

Parmi  les  propres  travaux  de  Platon,  on  cite  une  nouvelle  règle 
pour  former  un  triangle  rectangle  à  côtés  rationnels,  et  l'invention 
d'un  instrument  simple  pour  la  construction  de  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  deux  droites  données.  Cette  dernière  inven- 
tion semble  être  en  contradiction  avec  les  reproches  que  Platon,  au 
dire  de  Plutarque,  adressa  à  Archytas  et  à  Ménechme,  pour  avoir 

(')    MmTïiç  à^êû'//.5Tf«T0S   «/siTû)    «et/    T«V    irTS^HV.    {C/lll.    VIII,  V.    976.) 
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construit  des  instruments  analogues,  les  accusant  de  corrompre 
ainsi  le  véritable  esprit  géométrique.  Un  des  grands  mérites  de 
Platon  est  d'avoir  contribué  à  fîx(;r  avec  précision  les  notions,  en- 
core mal  déterminées,  du  point,  de  la  ligne,  de  l'angle,  etc.  Il 
développa  la  théorie  des  irrationnelles,  que  l'Ecole  de  Pythagore 
n'avait  guère  poussée  au  delà  de  la  démonstration  de  l'incommen- 
surabilité de  la  diagonale  du  carré  avec  le  côté. 

Proclus  attribue  à  Platon,  _sans  preuve  bien  solide,  l'invention 
des  trois  méthodes  de  recherche  en  Géométrie,  connues  sous  les 
noms  de  méthode  analytique,  de  méthode  synthétique  et  de 
métliode  apagogique  ou  de  réduction  à  l'absurde.  M.  Bretsch- 
neider  considère  les  deux  dernières  méthodes  comme  bien  anté- 
rieures à  Platon,  et  les  fait  remonter  aux  premiers  âges  de  la 
Géométrie.  Il  rejette  ainsi  l'opinion  émise  par  M.  Chasles,  dans 
son  aperçu  historique,  que  la  méthode  apagogique  appartiendrait 
à  Euclide.  On  en  trouve,  en  effet,  des  exemples  dans  les  écrits 
d'Autolycus,  antérieurs  de  quarante  ans  au  moins  à  ceux  d'Euclide. 
Quant  à  la  méthode  analytique,  Platon  peut  très-bien  en  être  l'in- 
venteur ou  du  moins  le  propagateur^  c'est  lui  qui,  suivant  Proclus, 
l'enseigna  à  Léodamas,  et  celui-ci  en  tira  un  très-grand  parti. 

Avant  de  s'occuper  des  disciples  proprement  dits  de  Platon, 
M.  Brelschneider  consacre  quelques  pages  aux  géomètres  contem- 
porains de  ce  philosophe,  et  qui,  sans  appartenir  à  son  Elcole,  ont 
dû  en  subir  l'influence.  On  ne  sait  presque  rien  sur  Léodamas  et 
sur  Théétète.  On  possède  quelques  fragments  portant  le  nom  d'Ar- 
chytas,  dont  presque  tous  les  hellénistes  rejettent  l'authenticité; 
mais  Eutocius  nous  a  transmis,  d'après  Eudémus,  la  solution,  trou- 
vée par  Archytas,  du  problème  des  deux  moyennes  proportion- 
nelles, à  l'aide  d'une  construction  à  trois  dimensions,  où  il  emploie 
un  demi-cylindre. 

Parmi  les  disciples  de  Platon,  on  peut  citer  en  première  ligne 
Dinostrate,  qui  fît  usage  de  la  quadratrice  pour  la  division  d'un  arc 
en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales,  et  son  frère  Ménechme, 
auquel  appartient  la  gloire  d'avoir  découvert  les  sections  coniques. 
On  a  voulu  attribuer  cette  invention  à  Platon  lui-même  (')  5  mais 
cette  assertion  ne  repose  sur  aucune  preuve  empruntée  aux  sources 

(')   Voir  Y  Histoire  des  Mathématiques  de  Bossu  l  et  VJpej-cu  historique,  §  2. 


124  BULLETIN  DES  SCIENCES 

originales.  Méneclime  obtenait  les  trois  sections  coniques  en  cou- 
pant un  cône  de  révolution  par  un  plan  perpendiculaire  à  une  de 
ses  génératrices,  et  la  nature  de  la  section  variait  suivant  que 
l'angle  au  sommet  du  cône  était  aigu,  droit  ou  obtus.  Il  étendit  à 
ces  courbes  la  propriété  de  l'ordonnée  du  cercle,  d'être  moyenne 
proportionnelle  entre  les  segments  du  diamètre,  et  il  les  employa 
pour  résoudre  de  deux  manières  différentes  le  problème  des  deux 
moyennes  proportionnelles.  C'est  à  Ménechme,  parlant  à  Alexandre, 
que  Sérénus  attribue  la  réponse,  qui,  suivant  une  version  plus 
répandue,  aurait  été  adressée  par  Euclide  à  Ptolémée  :  «  Il  n'y  a 
point  en  Géométrie  de  chemin  particulier  pour  les  rois .  » 

Eudoxe  de  Guide,  le  dernier  des  géomètres  célèbres  de  cette 
époque,  fréquenta  peu  de  temps  l'Académie.  Nous  ne  connaissons 
sa  vie  que  parle  récit  de  DiogèneLaërce.  Il  naquit  en4io  avant  J. -G. 
et  fut  élève  d'Arcliytas.  A  vingt-trois  ans,  il  vint  passer  deux  mois 
à  Athènes^  de  là  il  alla  en  Egypte,  et  séjourna  seize  mois  à  Hélio- 
polis^  il  se  rendit  ensuite  à  Cyzique,  où  il  enseigna  quelque  temps  ^ 
puis  il  retourna  à  Athènes,  et  y  fit  la  connaissance  de  Platon. 
Rentré  dans  sa  patrie,  il  y  mourut  en  Soy.  On  lui  doit  la  détermi- 
nation du  volume  de  la  pyramide  et  du  cône,  et  le  théorème  que  les 
volumes  des  sphères  sont  comme  les  cubes  des  dianiètres.  Il  résolut 
le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles  au  moyen  de 
lignes  courbes,  autres,  sans  doute,  que  les  sections  coniques.  En 
interprétant  un  passage  de  Proclus,  où  il  est  dit  qu'Eudoxe  s'occupa 
de  la  section  (rà  s-tp;  r;?v  TOfA-Jj^)^  M.  Bretschneider  pense  qu'il  s'agit 
ici  de  la  section  en  moyenne  et  extrême  [sectio  aurea).  jM.  Fried- 
lein  trouve  cette  hypothèse  trop  hasardée,  et  il  est  plutôt  d'avis  que 
ces  mots  se  rapportent  à  la  recommandation  de  Platon  à  ses  disci- 
ples, d'étudier  la  forme  des  surfaces  à  l'aide  de  leurs  sections. 

On  ne  peut  guère  fixer  le  temps  où  l'on  a  commencé  à  étudier 
les  lievix  géométriques. 

Nous  n'avons  plus  à  mentionner,  comme  auteur  remarquable, 
qu'Aristée^  nous  ne  savons  rien  sur  sa  vie,  ni  sur  le  lieu  de  sa  nais- 
sance, mais  les  titres  de  ses  Ouvrages  nous  sont  parvenus.  11  a  écrit 
un  Traité  sur  les  polyèdres  réguliers.  G'est  lui  qui,  le  premier,  a 
rédigé  un  Livre  sur  les  Eléments  des  sections  coniques,  qu'il  défi- 
nissait de  la  môme  manière  que  Ménechme.  Déjà,  un  des  plus  an- 
ciens disciples  de  Platon,  Léon,  avait  composé  des  Eléments   plus 
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complets  que  ceux  d'Hippocrate,  et  qui,  vingt  ans  plus  tard,  furent 
remaniés  et  étendus  par  Theudius  de  Magnésie.  Tel  était  l'état  de 
la  science  à  l'époque  où  Euclide  commença  ses  travaux. 

L'ouvrage  de  M.  Bretsclineider  est  terminé  par  un  Appendice 
intitulé  ;  L'époque  et  les  travaux  de  quelques  géoincUes  de 
l'École  d' Alexandrie.  11  commence  par  examiner  ce  que  nous 
savons  sur  Perseus  (njpff-EyV),  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  le 
pliilosoplie  Persœus  [Ut^s-ulo?) .  D'après  la  discussion  à  laquelle  se 
livre  M.  Bretsclineider,  Perseus  ne  peut  avoir  vécu  qu'entre  les 
années  280  et  120  avant  J.-C.  Les  courbes  spiriques,  dont  il  est 
l'inventeur,  semblent  n'avoir  pas  beaucoup  attiré  l'attention  des 
géomètres  de  l'antiquité.  Il  résulte  des  textes  de  Proclus  et  d'Héron 
que  ces  courbes  étaient  des  sections  du  tore  ;  mais  il  est  difficile  de 
préciser  en  quoi  consistait  la  division  de  ces  lignes  en  trois  espèces. 
C'est  vers  la  même  époque,  entre  25o  et  i5o,  qu'ont  du  vivre 
Nicomède  et  Dioclès,  inventeurs  de  la  conclioïde  et  de  la  cissoïde. 
Le  premier  a  résolu,  au  moyen  de  la  conclioïde,  les  problèmes  de 
la  duplication  du  cube  et  de  la  trisection  de  l'angle.  Dioclès,  que 
Montucla  considère  à  tort  comme  né  après  Pappus,  a  vécu  certaine- 
ment antérieurement  à  l'année  100  avant  J.-C. 

La  même  erreur  a  été  commise  relativement  à  l'époque  d'Hyp- 
siclès,  l'auteur  des  deux  Livres  sur  les  polyèdres  réguliers  que  l'on 
place  d'habitude  à  la  suite  des  treize  Livres  des  Eléments  d'Euclide. 
On  a  encore  de  lui  un  ouvrage  intitulé  'AveopopiKÔs^  ayant  pour  but  la 
détermination  des  arcs  diurnes  sur  l'écliptique.  L'examen  de  ces 
Ouvrages  ne  permet  pas  d'assigner  à  Hypsiclès  une  autre  époque  que 
l'intervalle  compris  entre  200  et  loo  avant  J.-C.  Il  est  impossible 
qu'il  ait  vécu  après  l'auteur  de  VAlmageste,  comme  le  prétendent 
Fabricius  et  Montucla . 

C'est  aussi  vers  le  même  temps  qu'il  faut  placer  Sérénus,  que 
Montucla  fait  naître  quatre  siècles  plus  tard. 

En  arrivant  à  la  fin  du  volume  de  M.  Bretsclineider,  où  l'on  a 
rencontré  une  si  grande  abondance  de  noms  d'auteurs  et  de  docu- 
ments de  toute  espèce,  nous  ne  pouvons  nous  enipêclier  de  regretter 
que  l'auteur  n'ait  pas  cru  devoir  le  faire  suivre  d'une  Table  des 
matières,  qui  serait  indispensable  pour  faciliter  les  recherches  et 
pour  permettre  de  tirer  de  ce  trésor  d'érudition  tous  les  services 
qu'il  est  appelé  à  rendre.  J.   H. 
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CTO.l'BTOB'b  (A.).    —  IlacitAOBaHie   o    (|jyHKi;in   HaMarHHqenia 
MflrKaro  Hcc^tsa. —  MocKBa,  1872  ('). 

Dans  la  tlxéorie  de  l'aimantation  du  fer  doux  donnée  par  Poisson, 
il  entre  un  coefficient  numérique,  supposé  constant  pour  toutes  les 
valeurs  de  la  force  magnétique  qui  produit  l'aimantation.  Les  ex- 
périences de  MM.  Joule,  Millier  et  Weber  ont  montré  que,  loin 
d'être  constant,  ce  nombre  diminue  très-sensiblement  à  mesure 
que  la  force  d'aimantation  devient  de  plus  en  plus  grande.  C'est 
pourquoi  la  théorie  de  Poisson  a  été  généralisée  par  M.  Kirclilioff 
[Journal  de  Crelle,  t.  48),  de  manière  qu'au  lieu  du  coefficient 
il  y  entre  une  certaine  fonction,  qui  dépend  de  l'intensité  de  la 
force  magnétique  employée,  ainsi  que  de  la  forme  du  corps  soumis 
à  son  action.  Pour  donner  une  définition  de  cette  fonction  impor- 
tante (que  l'on  peut  ^oywmsv  fonction  d' aimantation  ou  bien  pou- 
voir magnétique  du  fer  en  question),  imaginons  un  cylindre  de 
fer,  de  longueur  infinie,  aimanté  par  une  force  constante  dirigée 
suivant  son  axe  5  le  rapport  du  moment  magnétique  du  cylindre 
(rapporté  à  l'unité  de  volume)  à  l'intensité  de  la  force  aimantante 
nous  donnera  la  valeur  du  pouvoir  magnétique  du  fer,  qui  corres- 
pond à  cette  dernière  force. 

Le  pouvoir  magnétique  une  fois  déterminé  pour  toutes  les  valeurs 
de  la  force  d'aimantation,  on  pourra  calculer  les  moments  magné- 
tiques d'une  masse  quelconque  de  fer,  soumise  à  des  forces  d'ai- 
mantation données.  C'est  en  vue  de  déterminer  le  pouvoir  magné- 
tique du  fer,  principalement  pour  des  forces  assez  faibles,  que  l'auteur 
a  entrepris  une  série  d'expériences  d'après  une  métliode  proposée 
par  M.  Kircliliofi' (Po^^.  Ann.,  Ergiinzungsband  V,  1870^ 

Le  corps  aimanté  est  un  anneau  en  fer  doux,  à  sections  rectan- 
gulaires, entouré  de  deux  liélices  en  fil  de  cuivre,  et  formant  ainsi 
une  sorte  de  solénoïde  à  axe  circulaire.  L'une  des  deux  hélices  est 
en  communication  avec  les  pôles  d'une  pile  voltaïque,  l'autre  con- 
tient un  galvanomètre.  On  mesure  les  courants  d  induction  qui 
parcourent  l'hélice  secondaire  chaque  fois  que  le  courant  de  l'hé- 
lice primaire  change  de  direction.  En  connaissant  les  intensités  des 


(')  Stolétov  (A..),  Recherche  sur  le  pouvoir  niagnétiiiue  du  fer  ^o«x.  Moscou,  1872. 

,      .     20  novembre    „        ,  .  ,     r-      •■»    „,  .1   • 

In-8°  (79  p.,  2  pi.)-  Mémoire  lu  le  — -p r —  1871  devant  la  Société  Mathématique 

de  Moscou. 
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courants  primaires  et  secondaires,  ainsi  que  la  résistance  du  cir- 
cuit secondaire,  en  unités  absolues  de  M.  Weber,  on  peut  en  dé- 
duire les  valeurs  du  pouvoir  magnétique  du  fer  et  les  forces  d  ai- 
mantation correspondantes.  L'unité  qui  sert  à  mesurer  celles-ci  est 
celle  qui  a  été  adoptée  par  Gauss  pour  la  force  magnétique  ter- 
restre. 

On  faisait  varier  la  force  d'aimantation  depuis  4^3  jusqu'à  3oy. 
Le  pouvoir  magnétique  correspondant  croissait  d'abord  très-rapi- 
dement à  partir  de  21, 5  jusqu'à  un  maximum  =  iy4  (pour  la  force 
=  3o),  puis  il  allait  en  diminuant  peu  à  peu  jusqu'à  43. 

Donc  on  ne  peut  plus  dire,  comme  on  le  fait  assez  générale- 
ment, que  le  moment  magnétique  d'un  corps  soit  proportionnel 
à  la  valeur  de  la  force  aimantante,  à  moins  que  celle-ci  ne  soit  pas 
trop  grande.  Entre  certaines  limites  de  la  force,  le  moment  magné- 
tique d'un  cylindre  infini  varie  comme  le  carré,  ou  même  comme  le 
cube  de  cette  force  (*).  A.  Stolétov. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

T.  LXXV,  a<=  semestre  1872. 

N"  212.  Séance  du  2;}  noTembre  1872. 

]\o  23.  Séance  du  2  décembre  1872. 

Saint-\eka]st  (de).  —  Partage  de  la  force  ^n^'e  due  à  un 
m,ouvement  vibratoire  composé,  en  celles  qui  seraient  dues  aux 
mowements  pendulaires  simples  et  isochrones  composants,  de  di- 
verses périodes  et  amplitudes .  Partage  du  travail  du  au  mouve- 
ment composé,  entre  deux  instants  quelconques,  en  ceux  qui 
seraient  dus  aux  mouvements  composants.  (Première  Partie.) 

Les  deux  théorèmes  de  partage  de  force  vive  et  de  partage  de 
travail,  qui  sont  compris  dans  l'énoncé  ci-dessus,  se  trouvent  dé- 
montrés dans  un  Mémoire  de  INI.  Lucas,  sur  lequel  il  est  fait  un 
Rapport  dans  cette  même  séance.  M.  de  Saint- Venant  se  propose  de 
donner  des  démonstrations  spéciales  des  deux  théorèmes  énoncés- 


('  )  La  planche  II,  fig.  i\,  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  représente  la  fonclion  d'aimantation, 
le  pouvoir  magnétique  résultant  de  mes  expériences,  p.  75. 
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Secchi  (Le  P.) .  —  Sur  la  pluie  d' étoiles  Jilantes  du  27  novembre, 
absentée  à  Home. 

Caligny  (de).  —  Sur  la  théorie  de  l'écluse  de  V ydubois. 

Saint- Venant  (de).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Félix 
Lucas,  portant  le  titre  :  «  Théorèmes  généraux  sur  l'équilibre  et 
le  mouvement  des  systèmes  matériels  « . 

Après  avoir  donné  de  ce  Mémoire  une  analyse  détaillée,  M.  de 
Saint- Venant  conclut  en  ces  termes  :  «  Vos  commissaires  sont, 
quant  au  fond,  unanimement  d'avis  que  l'analyse  de  M.  Lucas,  et 
les  théorèmes  nombreux  qu'il  en  déduit  d'une  manière  simple, 
olFrent  un  grand  intérêt.  Ils  vous  proposent,  en  conséquence, 
l'approbation  du  Mémoire  présenté  par  lui,  et  son  insertion  au 
Recueil  des  Savajits  étrangers. 

Resal. —  Relation  entre  la  pression  et  le  volume  de  la  vapeur 
d  eau  saturée  qui  se  détend  en  produisant  du  travail,  sans  addi- 
tion ni  soustraction  de  chaleur. 

Marie  (Max.).  —  Tliéorie  des  résidus  des  intégrales  d'ordre 
quelconque. 

Laussedat  (A.).  —  Note  relative  au  prolongement  de  la  méri- 
dienne de  France  et  d' Espagne  en  Algérie.  , 

Mannheim.  —  Sur  un  modèle  de  vernier  de  vernier. 

M.  Mannheim  donne  la  description  de  ce  modèle,  qui  avait  été 
construit  en  1807  et  déposé  dans  les  galeries  du  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers. 

M.  Le  Verrier  communique,  au  noms  de  divers  observateurs, 
des  documents  concernant  l'essaim  extraordinaire  d'étoiles  filantes 
apparu  le  27  novembre. 

N°  24.  Séance  du  9  décembre  1872. 

Saint- Venant  (M.  de)  communique  la  fin  de  la  démonstration 
du  théorème  de  Mécanique  physique  énoncé  au  commencement  de 
la  séance  précédente. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  taches  et  le  diainètre  solaires. 

Belgrand.  —  Note  sur  les  crues  de  la  Seine  et  de  ses  affluents. 

BoRRELLY.  —  Découverte  et  observation  d' une  nouvelle  petite 
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planète  (^,  faites  à  V  Observatoire  de  Marseille,  dans  la  nuit  du 
4  décembre . 

Jordan  (C).  —  Essai  sur  la  Géométrie  à  n  dimensions. 

L'Analyse  trouve  toujours  un  puissant  secours  dans  les  images 
de  la  Géométrie  \  mais  ce  secours  fait  défaut  lorsqu'on  passe  à  la 
considération  des  fonctions  de  plus  de  trois  variables.  Plusieurs 
géomètres,  entre  autres  M.  G.'.Salmon  [Lessons  on  higher  Algebra, 
1866,  p.  212),  ont  employé  k  langage  de  la  Géométrie  dans  l'étude 
des  fonctions  de  plus  de  trois  variables  j  mais  il  n'y  a  pas  eu  encore 
de  travail  d'ensemble  sur  ce  sujet.  M.  Jordan  présente,  dans  cet 
essai,  les  principales  formules  de  la  théorie  de  la  droite  et  du  plan, 

QuET.  —  Sur  la  force  vive  d'un  système  vibrant. 

M.  Quet  s'exprime  en  ces  termes  au  commencement  de  sa  Note  : 
«  Dans  un  Mémoire  non  encore  imprimé,  qui  a  été  présenté  à 
l'Académie  en  i865,  et  qui,  conformément  à  la  proposition  de 
M.  Fizeau,  a  reçu  en  1866  une  Mention  honorable,  j'ai  démontré 
la  proposition  suivante  :  Les  forces  vives  explicite,  implicite  et 
totale  de  tout  système  vibrant  sont  respectivement  égales  à  la 
somme  des  forces  vives  de  même  dénomination  qui  correspondent 
aux  divers  mouvements  simples,  dans  lesquels  le  mouvement  pro- 
duit peut  se  décomposer .  J'avais  été  conduit  à  ce  théorème  par  la 
découverte  que  M.  de  Saint-Venant  avait  fait  connaître  en  i865. 
C'est  de  lui  qu'il  est  question  dans  une  partie  de  la  Communica- 
tion et  du  Rapport  présentés  par  ce  savant  à  la  dernière  séance  de 
l'Académie  )>, 

Sédillot  (Am.).  —  De  l'origine  de  la  semaine  planétaire  et  de 
la  spirale  de  Platon. 

Communications  de  MM.  Heis,  Faye,  Herschel,  relatives  à 
l'essaim  météorique  du  27  novembre  1872. 

N°  25.  Séance  h  16  décembre  1872. 

Lettre  de  M.  le  Ministre  de  la  Guerre  à  M.  le  Président,  au 
sujet  de  l' entreprise  d'une  nouvelle  détermination  de  la  méri- 
dienne de  France  par  le  Dépôt  de  la  Guerre. 

Faye.  —  Complément  de  la  théorie  physique  du  Soleil;  expli- 
cation des  taches. 

Belgrand.  —  Deuxième  Note  sur  la  crue  de  la  Seine. 

Bull,  des  Scienees  mathém.  et  astroii.,  t.  IV.   (Mars  1873.)  9 


i3o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Perrier  (F.).  —  Note  sur  la  nouvelle  détermination  de  la  nié- 
ridienne  de  France. 

Perrier  (F.).  —  Réponse  à  la  Note  de  31.  Laussedat  sur  le 
prolongement  de  la  méridienne  d'Espagne  en  Algérie. 

Llcas  (F.).  —  Observation  relative  à  une  Note  précédente  de 
M.  Quel. 

BoRRELLY.  —  Observations  de  la  planète  (^.,  faites  à  V  Observa- 
toire de  Marseille. 

Henry  (Paul)  et  Henry  (Prosper). —  Observations  des  planètes 
©  e£  (^,  faites  à  Paris.  Calcul  des  éléments  de  la  planète  @- 

Baillaud.  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  planète  @. 

Brettes  (Martin  de).  —  Sur  quelques  lois  de  la  pénétration 
des  projectiles  oblongs  dans  les  ndlieux  résistants. 

N"  26.  Séance  du  23  décembre  1872. 

Faye.  —  Sur  la  situation  actuelle  du  Bureau  des  Longitudes . 
Phillips.  —  Sur  V écoulement  d'un  liquide  soj^tant  d' un  réser- 
voir à  niveau  constant,  par  un  grand  orifice  en  mince  paroi. 

Watson  (James).  —  Découverte  et  observations  de  la  planète 
(^^  faites  à  Ann  Arbor. 

BoRRELLY.  —  Observations  de  la  planète  (^^  faites  à  3Iarseille. 

Perrier  (F.).  —  Sur  la  station  astronomique  de  Dar-Beïda 
(près  d'Oran). 

M.  Perrier  donne  35°42'2",o  pour  la  latitude,  et  o*'ii™44%2 
pour  la  longitude  de  cette  station. 

Laussedat.  —  Dernières  observations  au  sujet  du  prolonge- 
ment  de  la  méindienne  de  France  et  d' Espagne  en  Algérie. 

Levret.  —  Observations  relatives  à  une  CommunicatioJi  précé- 
dente de  31.  Laussedat,  sur  le  prolongement  de  la  méridieime 
de  France  en  Espagne  et  en  Algérie. 

Blondel  (le  général). —  Lettre  adressée  à  31.  le  colonel  Levret 
sur  le  même  sujet. 

Newcomb  (S.).  —  Note  sur  un  théorème  de  3Iécanique  céleste. 

M.  Newcomb  dit  que  la  fonction  que  ]M.  Clausius  a  nommée  le 
'viriel  (c'est-à-dire   la   fonction    qui    est    égale    à    la   force    vive 
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moyenne)  joue  un  rôle  très-important  dans  la  Mécanique  céleste, 
parce  que  les  moyens  mouvements  de  toutes  les  planètes  et  les 
changements  des  angles  dont  dépendent  les  mouvements  séculaires 
de  leurs  périhélies  et  de  leurs  nœuds  peuvent  tous  s'exprimer 
comme  des  dérivées  partielles  du  viriel,  par  rapport  aux  éléments 
dont  on  peut  l'exprimer  comme  fonction. 

Jordan  (C).  —  Sur  l' cjûimération  des  groupes  primitifs  pour 
les  dix-sept  premiers  degrés. 

Un  groupe  de  substitutions  est  dit  du  degré  M,  si  le  nombre  total 
des  lettres  qu'il  contient  est  égal  à  M  5  la  détermination  des 
groupes  primitifs  de  degré  M  présente  un  grand  intérêt,  car  cette 
question  n'est  autre  que  la  suivante  :  «  Trouver  tous  les  types 
d'équations  irréductibles  de  degré  M.  w  L.  P. 


MÉLANGES. 

SUR  L'ABAISSEMEXT  DE  LA  CLASSE  D'UNE  COURBE  PRODUIT  PAR  LA  PRÉSENCE 

D'UN  POINT  DE  REBROl'SSEMENT  î 

Par  m.  PAINVIN. 

1 .  Lorsque  deux  courbes  C  et  D  ont  en  commun  un  point  O  mul- 
tiple d'ordre  p  pour  la  courbe  C,  d'ordre  q  pour  la  courbe  D,  le 
nombre  des  points  communs  à  ces  deux  courbes  et  coïncidant  avec 
O  est  égal  à  ytx/,  pourvu  que  les  courbes  n'aient  pas  en  ce  point 
multiple  des  tangentes  communes .  La  démonstration  de  ce  théorème 
n'offre  aucune  difficulté  lorsque  la  condition  restrictive  imposée  se 
trouve  remplie  ^  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  les  deux  courbes 
ont  en  ce  point  multiple  des  tangentes  communes. 

Le  nombre  des  points  communs  et  coïncidant  avec  O  est  alors 
supérieur  à  pq^  mais  la  détermination  exacte  de  ce  nombre  est  fort 
délicate. 

En  définitive,  la  question  peut  se  ramener  à  celle-ci  : 

Deux  courbes  ont  en  commun  un  point  simple  ou  multiple  et 
une  tangente  commune  en  ce  point  ;  prenons  le  point  pour  origine 

9» 
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des  coordonnées  et  la  tangente  commune  pour  axe  des  j',  les 
équations  des  deux  courbes  se  présenteroîit  sous  la  forme  sui- 
vante : 

,r^   ^  ^'''  ^P-'o-^'  •^''  ?/'-'.+'  -^^''  9p-h+^+  ■  •  • 
(C)  <. 

(  -+-  -^  '*  ?/>-/A+A  -+■  9p+A+.  +  9;,+A+2  +  .  .  .   +  9;„  =  O, 

\  -+-  xJ"  4^?-/,+*  +  '^q+k+x  -\-  4^y+*+2  +...  +  '];„=  o  ; 

les  lettres  cp,-  et  ^|^,-  désignent  des  fonctions  homogènes  et  du  degré 
i  en  X  et  j^-,  le  facteur  x  est  mis  en  évidence  dans  tous  les  termes 
où  il  se  trouve  5  ainsi,  pour  la  courbe  (C),  tous  les  termes,  à  partir 
du  premier,  renferment  le  facteur  x  jusqu'au  ternie  9p+A+i  exclu- 
sivement \  le  groupe  9^4.^+1  n'admet  pas  le  facteur  a:,  les  suivants 
peuvent  l'admettre  ou  ne  pas  l'admettre  ;  de  même,  pour  la  courbe 
(D),  4'7+/(+i  6st  le  premier  des  termes  qui  n'admet  pas  le  facteur  x. 

Trouver  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  et 
coïncidant  avec  O,  e7i  admettant  que  x-=.  o  est  la  seule  tangente 
commune  aux  deux  courbes  en  ce  point  O. 

2.  Je  ne  connais  pas  de  Mémoire  où  l'on  ait  abordé  directement 
cette  question  ^  car  je  ne  parlerai  pas  de  la  méthode  qui  consisterait 
à  comparer  les  dérivées  de  divers  ordres  :  elle  me  semble  illusoire 
pour  le  cas  actuel  5  les  calculs  seraient  d'abord  d'une  longueur 
rebutante,  et  puis  il  faudrait  séparer  ce  qui  est  relatif  aux  diverses 
branches  de  la  courbe  5  je  ne  chercherai  pas  jusqu'à  quel  point  tout 
cela  est  praticable  et  conduit  à  la  solution  du  problème  posé. 

Quant  à  la  méthode  de  Minding  (  f^oir  t.  VI  du  Jow/ial  de 
Mathématiques^  1841),  qui  permet  de  déterminer  le  nombre  des 
solutions  infinies  communes  à  deux  équations,  elle  ne  nous  donne- 
rait que  très-péniblement  la  solution  de  la  question  énoncée  5  car, 
en  supposant  le  point  O  transporté  à  l'infini  (ce  qui  se  ferait  en 
rendant  l'équation  homogène  et  en  changeant  le  rôle  des  variables), 
le  résultat  comprendrait  les  solutions  relatives  au  point  O  et  les 
solutions  relatives  aux  autres  directions  asymptotiques,  et  l'on  ne 
pourrait  dégager  ces  dernières  solutions  qu'après,  s'être  assuré 
qu'elles  correspondent  à  des  points  communs  (simples  ou  mul- 
tiples) pour  lesquels  il  n'y  a  pas  de  tangente  commune  j  autrement 
il  y  aurait  pétition  de  principe. 
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Indépendamment  de  cela,  l'application  de  la  méthode  de  Min- 
ding,  en  admettant  qu'elle  puisse  se  faire,  exigerait  préalablement 
une  modification  profonde  dans  la  disposition  des  termes  des  équa- 
tions (I)  qui  se  présentent  immédiatement  sous  la  forme  que  nous 
avons  indiquée  ;  et  cette  modification  ne  pourrait  d'ailleurs  se  faire 
que  si  l'on  connaissait  les  valeurs  numériques  des  exposants  iof 
/,, .  .  .  ,yo5  7n  •  •  •  i  de  plus,  les  calculs  ne  peuvent  être  terminés  que 
si  l'on  connaît  les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes  exposants. 
Enfin  la  méthode  de  Minding  introduit,  pour  l'évaluation  du 
nombre  cherché  qui  est  essentiellement  entier  et  positif,  des  nombres 
fractionnaires  positifs  et  négatifs  ;  ces  nombres,  qui  ont  leur  raison 
d'être  dans  la  détermination  de  la  position  relative  des  branches 
de  la  courbe  par  rapport  à  leur  asymptote  commune,  ne  sont  que 
des  intermédiaires  inutiles  dans  la  recherche  beaucoup  plus  simple 
que  nous  nous  proposons,  savoir,  la  recherche  du  nombre  des 
points  communs  aux  deux  courbes  et  coïncidant  avec  O. 

Je  dirai  plus,  c'est  que  le  problème  posé  comme  je  l'ai  énoncé 
plus  haut,  qui  se  présente  dans  un  nombre  considérable  de  questions, 
donnerait  immédiatement,  s'il  était  résolu  directement,  le  degré  de 
l'équation  finale,  c'est-à-dire  le  nombre  des  solutions  finies  d'une 
manière  beaucoup  plus  précise  et  plus  lucide  que  ne  le  fait  la  mé- 
thode de  Minding  ;  cette  solution  serait  le  complément  indispen- 
sable de  la  méthode  indiquée  par  M.  Chasles  [Comptes  rendus  des 
séances  de  l' académie  des  Sciences^  p.  787,  2^  semestre  1872, 
et  p.  126,  i"  semestre  1873)5  car  elle  permettrait  de  calculer 
très-exactement  la  quantité  que  M.  Chasles  a  désignée  par  w;  calcul 
qui  ne  peut  être  fait,  sauf  pour  des  cas  très-simples,  que  si  l'on  sait 
résoudre  la  question  que  j'ai  énoncée  en  commençant. 

Il  y  a  une  méthode  qui,  étant  données  les  valeurs  numériques 
des  exposants  i'o,  ij,. . ., /q^m  •  • -i  permet  de  déterminer  très- 
exactement  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  (C) 
et  (D)  et  coïncidant  avec  O  :  c'est  celle  que  j'ai  appliquée  dans  une 
étude  sur  la  recherche  des  rayons  de  courbure  en  un  point  mul- 
tiple d'une  courbe  plane  ou  gauche  [Annali  di  Matematica,  t.  III, 
1870,  et  t.  IV,  1871).  Mais  cette  méthode,  quoique  beaucoup  plus 
nette  et  incomparablement  plus  courte  que  celles  dont  je  viens  de 
parler,  ne  m'a  pas  encore  conduit  à  une  expression  générale  simple 
de  la  solution  du  problème  proposé,  c'est-à-dire  à  une  expression  qui 
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laisse  aux  exposants  ïq,  l'i, .  .  . ,  /o,  ;i,  •  •  •  leurs  valeurs  quelconques, 

excepté  dans  le  cas  particulier  suivant  : 

Si  l'on  considère  les  deux  coiuhes 

!(  x'o  9„_,„  +  ^''  9p-/,+i  +  ^'-  ?P-/5+3  -+-••• 
^       M  +  3C'h  (Dp^i^^,,  -+-  9/,+/,+  ,  +  .  .   .   +  9m  =  o, 

(D)      ^/o4;,^_y„+4;,+.+  ...  +  ^„=0, 

/e^  groupes  (fp+n+i  et  t];,+i  /ze  renfermant  pas  le  facteur  x,  on  /;eat 
énoncer  la  proposition  qui  suit  : 

Le  nombre   des  points   communs  aux    deux  courbes   (II)   et 
coïncidant  avec  O  est  égal  à 

pq  +  le  plus  petit  des  nombres  (/y'o  +  ir) , 

r  pouvant  avoir  les  valeurs  o,  i ,  2,  3, .  •  •  7  '^7  '*+  i  i  'a+i  devant  être 
supposé  nul. 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  très-simple  5  j'y  re- 
viendrai plus  tard. 

3.  Pour  l'instant,  je  réduirai  le  problème  que  je  m'étais  posé 
d'abord  à  la  question  suivante  : 

Quelle  est  l'influence  de  la  présence  d'unpoijit  multiple  sur  la 
classe  d'une  courbe? 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  t.  VII  du  Quarterlj  Journal,  1866, 
et  intitulé  :  On  the  higher  singularities  ofa  plaiie  curve,  M.  Cayley 
indique,  p.  219,  une  méthode  pour  déterminer  la  classe  d'une 
courbe  qui  possède  un  point  multiple.  Sans  entrer  dans  la  dis- 
cussion de  cette  méthode,  nous  ferons  seulement  observer  qu'elle 
exige,  pour  les  branches  partielles  qui  constituent  la  singularité,  la 
connaissance  de  leurs  équations  distinctes  résolues  par  rapport  à 
l'une  des  coordonnées.  M.  de  la  Gournerie  a  montré,  il  est  vrai 
[Journal  de  Mathématiques,  t.  XIV,  1869,  p.  4i),  comment  on 
pourrait  déduire  ces  équations  de  l'équation  générale  de  la  courbe  5 
mais  ces  calculs,  qui  sont  fort  longs,  ne  peuvent  être  faits  que  si 
l'on  connaît  les  valeurs  numériques  des  exposants  Zq,  ^iv  •  -i  /oi 
y,,.  .  .-,  ils  introduisent,  en  outre,  des  nombres  fractionnaires  qui 
ont  leur  raison  d'être  dans  la  recherche  très-importante  des  ordres 
de  contact  des  diverses  branches  de  la  courbe,  mais  qui  ne  sont 
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qu'un  intermédiaire  pour  la  question  plus  simple  que  nous  nous 
sommes  posée. 

Il  me  semble  donc  que  la  question  énoncée  ci-dessus  n'est  pas 
encore  complètement  résolue,  si  l'on  demande  une  solution  directe 
et  d'une  application  facile. 

Je  ne  m'occuperai  aujourd'hui  que  de  la  plus  simple  des  questions 
de  ce  genre,  savoir  : 

Quelle  est  Vinjlaence  d\inpoint  derebroussevient  du  deuxième 
ordre  sur  la  classe  d' une  courbe? 

Si  je  ne  donne  pas  une  formule  générale  résolvant  la  question, 
j'indique  au  moins  une  limite  supérieure  et  possible  qui  se  conclut 
de  l'inspection  de  l'équation  de  la  courbe  5  et,  de  plus,  les  fonnules 
que  j'ai  écrites  permettent  de  déterminer  dans  tous  les  cas,  à  vue 
et  sans  aucun  calcul,  la  diminution  exacte  de  la  classe,  lorsque  les 
valeurs  numériques  des  exposants  sont  connues. 

4.  Soit  une  courbe  (C),  ayant  un  point  double  de  rebrousse- 
ment  que  nous  prendrons  pour  origine  5  l'axe  des  j^  sera  la  tangente 
de  rebroussement  5  l'équation  de  la  courbe  se  présentera  sous  la 
forme 

(    C  =  .r^  +  ^''i  93_/,  +  X's  94_,',  +  X'i  <p5_/.  H- .  .  . 

(0      ^ 

(  +  ^''î-:9A-.-„_,  +  ^'"-'  ?A-M-i„_,  +  9A+2  +  .  .  .  H-  9m  =  O  ; 

les  lettres  ç,  désignent  des  fonctions  homogènes  en  x  et  y  et  du 
degré  i  ;  ^h+i  116  renferme  pas  le  facteur  x ,  et  est  précédé  de 
h  termes  qui  renferment  x  en  facteur  ;  et,  en  général, 

(2)  i*^/M-2; 

nous  supposerons  les  nombres  ij,  i^^...^  i^-i  au  moins  égaux  à 
l'unité. 

La  tangente  de  rebroussement,  j?  =  o,  rencontre  la  courbe  en 
/i  H-  2  points  coïncidant  avec  O,  c'est-à-dire  a  avec  la  courbe  un 
contact  effectif  àe  l'ordre  h. 

La  diminution  de  la  classe,  produite  par  le  point  de  rebrousse- 
ment O,  sera  égale  au  nombre  des  points  coïncidant  avec  O  et  com- 
muns à  la  courbe  (C)  et  à  la  première  polaire  d'un  point  quelconque 
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(-^0,  jOî  savoir 


"  dx      '^°  df       dz 


Or  on  a 
dC 


àr     ■     \        ày   I      \        Of   I  \  dy      j        ày 

-r-  =  H-  (  m  —  2  )^2  +  (  m  —  3  )^''.  93_,-,  + .  . . 

+  (m  —  li)x'h-i(sfh-i„_^ -h  {m  —  h  —  i)^'*-' cpA+i-/A_,  +  •  •  •  ; 

en  remplaçant  ces  dérivées  par  leurs  valeurs,  dans  l'équation  qui 
précède,  et  en  divisant  par  2X0,  l'équation  de  la  première  po- 
laire (P),  du  point  (xo,  jo)-)  s'écrira 

/  P  =  ^  +  ( 9„ ^^  -f-  ^' -'  ^,-i, )  +  [x'\  03-/.  +  ^' -'  ^i-i, ) 

(  +  {x'h-2  Qh-ii,_._  +  X'h-x-'  v|;^+,_;^_,  )  +  4//,+,  +  .  .  .  1=  o  ; 

la  fonction  ^hjfi.  "g  renferme  pas  le  facteur  x  5  les  fonctions  9,  et  i|/, 
ne  peuvent  pas  se  réduire  avec  les  fonctions  9.  de  (C),  à  cause  de  la 
présence  des  arbitraires  x^  et  j^. 

5.  La  diminution  de  la  classe  est  égale  au  nombre  des  points 
coïncidant  avec  O  et  communs  aux  deux  courbes  (C)  et  (P). 

Si  l'on  pose  j  =  £x,  les  premiers  membres  des  équations  (i)  et 

(2)  s'écriront 

C,  =  a;'  H-  x^  93-1, 4-  x^  <p4-ij  H-  x^  95-13  -+-... 

+  x''  9A-,V,_2  +  ^*'^'  9A+'-'-A_,  H-  ^*'^'  ?A+2  +  •  •  •  +  ^'"9m, 

(3)  {  p.  =a;  +  ^=(0„+^3-,-.)-t-^'(03-/,+  '^.-/J 

-f-  ^^  (  04-,-,  +  ^s-,-3  )+...-+-  ^/'-'  (  0A-,-,-„_3  +  4^A-,V,_ J 
-I-  :r^(  0A_,-,,_.^  +  'l^A+i -//,-.  )  +  ■^^"^'  ^A+,  + .  . .  +  x""'  4^™_,. 

Dans  les  fonctions  Ci  et  Pi,  les  indices  des  lettres  9,  ^|/  et  0  in- 
diquent exactement  et  sans  réduction  les  degrés  respectifs  de  ces 
fonctions  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  t. 
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Maintenant  posons 

(4)  F,  =  ar  4-  X'^THi-h  X^Wi-h  X*TSi-h.  .  .H-  XSjSg, 

T3i  désignant  une  fonction  entière  de  t  et  du  degré  i  par  rapport 
à  f;  formons  ensuite  la  combinaison 


on  aura 


(5; 


P,  F,-C,; 

P.  F,  —  C,  =  T3  x^  -f-  T4  ^'  -+-  Ts  a;'  + . .  . 

H-  T/.  x''  4-  T/.+.  x''^^  + .  .  .  +  ï^+f_,  x'"^s-. 


après  avoir  pose 

f        T3  =  GT,+  (9«+  «l'a-.-,  —  93-.-,), 

1  Ti   =  573  +    CJî  (00  +    4^3-,-,  )    H-    (93-/,  H-    4^4-.-,—   94-,-,), 

T5  =  GT4  -+-   CJ3  (  00  +    4'3-'l  )    -+-   ^J  (  03-1,  +  4'*-'3  ) 

+   {04-/,   +    ^5-/,  +    95-,-,), 

Te  =  GT5  +    ^4  (  00  +    ^'S-I,  )   +   CJ3(  03-,-,  +  ']>4-U  ) 

-h  M2(  04-,%  +    ']^6-,-3  )    +   (  05- <3  +  'J^6-,-,  —    ?6-/J  , 


T/,  =  CTA-.  +  nT/,_3  (  00  +  ^3-1,  )  +  rSh-3  (  03-1.  +  4'4-'j)  +  •  •  • 
Ta+,  =  CJA  +  CTA-,  (  00  +  4^3-.-,  )  +  TSh-1  (  03-1,  H-  4^4-/,  )  H-  .  .  . 

y  +cj.(0A-i-.-,_3-f-']^yi-,-,_J+(0A-,-,_,+v|;A+,_,-,_— 9A+._/,-,), 

1   Th+-i  =  CJ/i  .1-1  +  TUA  (  00  +  'l's-/,  )  +  r^5h-^  (  03-/,  +  <|'«-'i  )  +  •  •  • 
H-  CJ,  (  0A-,„_,  4-  ^A+ !-/,_,  )  +  (  ^h-y  —  CpA+O. 
T/,+3  =  C7A+2  -f-  GTA+i  (  00  +  GJ3_/,  )  +  4'^  (  03-/,  +  ']^4-/J  4-  .  .  . 
+  Wt  4^A+i  +   (  4'>i+2  —  9^+3  ), 


((6)) 


T^+,  =  CT^  +  TSg-x  (  00  -+-  'l's-/,  )  +  Gy»-j  (  03-/,  4-  4^4-/,  )  4-  .  .  . 

4-  GJ3  <|'--2  4-  CT,  4'»-,  4-  (  4^^  —  9j+,  ) , 
T.+,  =  nT^(  00  +  4;3_,-,  )  +  GT„_,  (  03_,-^  4-  4^4-/ J  +  .  .  • 

4-  xSi  4^^_,  4-  c?2  4*?  +  (  4^+1  —  ?ff+3  )' 


^m-l-^— I  . — •  Xï5g  Y;n_i. 
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J'ai  écrit  avec  détails  les  valeurs  des  fonctions  T3,  T4,. ..,  afin 
qu'on  en  voie  bien  la  loi  de  formation,  et  surtout  parce  que  c'est  à 
l'inspection  du  tableau  ((6))  qu'on  pourra  déterminer  a  une  et 
sans  calcul  la  diminution  de  la  classe;  le  nombre  g  est  entier  et 
arbitraire  5  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  sa  valeur,  nous 
devons  seulement  le  supposer  assez  grand  pour  qu'on  puisse  annu- 
ler le  plus  de  fonctions  T  possible  à  l'aide  des  fonctions  arbitraires 

6.  Nous  montrerons  tout  à  l'heure  qu'on  pourra  disposer  des 
fonctions  arbitraires  u,,  CT3,...,  de  manière  à  annuler  (c'est-à- 
dire  rendre  identiquement  nulles,  quel  que  soit  t)  plusieurs  des 
fonctions  successives  T3,  T4,  T5, . .  . ,  à  partir  de  T3,  et  cju'il  y  en 
aura  toujours  une  Cju'on  ne  pourra  plus  annuler.  Supposons  que  Tj 
soit  la  première  des  fonctions  T,  qui  ne  puisse  plus  s'annuler  5  on 
aura  alors  identiquement 

(7)  P,F,-  C,=  Ti^*+  T;!+,.r'-  +.  .  .  -+-T„+._,x"'+=-'. 

La  première  des  fonctions  T;;  renfermera  nécessairement  i*,  car 
cette  fonction  renferme  le  polynôme  arbitraire  cyi_i  de  degré 
À'  —  I  en  f  ;  et  si  elle  ne  peut  pas  s'annuler,  c'est  que  ses  autres 
termes  fournissent  un  terme  non  nul  où  t  entre  à  la  puissance /:; 
autrement  la  fonction  arbitraire  cîa.iî  dont  tous  les  coefficients 
restent  indéterminés,  permettrait  d'annuler  T^,  ce  qui  est  contraire 
à  riiypotlièse. 

Si  maintenant  nous  introduisons  x  dans  les  fonctions  cj),,  tj,  qu'il 
multiplie,  et  qu'on  mette  j)^  à  la  place  de  tx^  la  fonction  Pj  redevient 
identiquement  P,  la  fonction  Ci  devient  C,  et  Fi  devient  une  fonc- 
tion de  X  et  y,  F  (x,j^)  \  et  si  l'on  pose 

(8)  I  =  ^k{x,y)  +  T,+,(^,r)  + .  . .  +  T„^._,(;r, j), 
on  a  identiquement 

(9)  PF-C  =  2; 

T,  désigne,  dans  la  valeur  de  E,  une  fonction  homogène  en  x  eiy 

et  du  degré  i\  c'est  ce  que  devient  x'T,  lorsqu'on  remplace  t  par  -• 

La  coui^be  S  =  o  passe  par  l'origine  O,  y  possède  un  point  mul- 
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tiple  d'ordre  Âr,  et  aucune  des  tangentes  ne  coïncide  avec  Oj^ 
puisque  T^  renferme  nécessairement  t\  et  que,  par  suite,  T^  (x,  y) 
renferme  un  terme  en  }  *. 

Nous  allons  démontrer  maintenant  que  le  nombre  des  points 
coïncidant  avec  O  et  communs  aux  courbes  (C)  et  (P)  est  exacte- 
ment égal  au  nombre  des  points  coïncidant  avec  O  et  communs  aux 
courbes  (2)  et  (P)-,  ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

N((C,P)[=N((2,P)). 

Il  résulte  de  l'identité  (9)  qvie  tous  les  points  d'intersection  des 
courbes  (C)  et  (P)  sont  sur  la  courbe  2,  et  que  tous  les  points  d'in- 
tersection à  distance  finie  de  (P)  et  (2)  sont  sur  la  courbe  C 5  de 
sorte  que  tous  les  points  communs  aux  courbes  (C)  tt  (P)  sont  exac- 
tement les  mêmes  que  les  points  communs  aux  courbes  (S)  et  (P) 
et  à  distance  Jinie. 

J'ai  dit  à  distance  finie  ;  car,  si  l'on  rend  l'identité  (1)  homogène, 
ce  qui  donne 

on  voit  que  les  intersections  de  (S)  et  (P)  se  composent  d'abord  de 
tous  les  points  communs  aux  courbes  (C)  et  (P),  et  ensuite  d'un 
certain  nombre  de  points  à  l'infini,  définis  par  les  deux  équations 

2ff-'=0,        2  =  0, 

points  qui  n'appartiennent  pas  aux  courbes  (C)  et  (P),  car  ils  cor- 
respondent aux  directions  asymptotiques  vïg^,„_Y=o\  or  C7„  est 
arbitraire,  et  les  directions  asymptotiques  t|;,„_i  =  o  n'appartiennent 
pas  à  la  courbe  (C)  ^  nous  pouvons  donc  faire  abstraction  de  ces 
points,  et  la  proposition  énoncée  est  démontrée. 

Il  est  d'ailleurs  visible  par  l'identité  (9)  que,  si  (P)  et  (C)  ont 
i  points  communs  infiniment  voisins,  ces  i  points  seront  aussi  com- 
muns aux  courbes  (S)  et  (P). 

Ceci  établi,  nous  voyons  que  la  courbe  (S)  possède  A"  branches 
passant  par  le  point  O;  la  courbe  (P)  n'a  qu'une  seule  branche 
passant  par  O,  et  la  tangente  en  O  à  la  courbe  (P)  ne  coïncide  avec 
aucune  des  tangentes  en  O  à  la  courbe  2  5  donc  le  nombre  des 
points  communs  à  (P)  et  à  (2)  et  coïncidant  avec  O  est  exactement 
égal  à  k. 

Nous  concluons  de  là  les  propositions  suivantes  : 
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Théorème  I.  — Si  la  fonction  T\  est  la  première  des  fonctions  T 
qui,  à  partir  de  Ts,  ne  peut  pas  être  rendue  identiquement  nulle, 
les  courbes  (C)  et  (P)  auront  k  points  communs  et  coïncidant  avec 
O;  par  conséquent,  la  classe  de  la  courbe  (C)  sera  diminuée  de 
k  unités. 

Théorème  II.  —  Lorsque  les  deux  courbes  (C)  et  (P)  ont 
k  points  communs  et  coïncidant  auec  O,  on  peut  faire  passer  par 
les  points  communs  aux  deux  courbes  (C)  et  (P)  une  troisième 
courbe  (2)  ayant  le  point  O  pour  point  multiple  d' ordre  k. 

7.  Nous  allons  maintenant  examiner  comment  et  dans  quel  cas 
on  peut  annuler  identiquement  les  fonctions  T3,  T4,  T5,..  .,  et 
nous  montrerons  par  là  que,  étant  données  l'équation  de  la 
courbe  (C)  et  les  valeurs  numériques  des  exposants  l'o,  i\t  ii-,----,  ih-ii 
on  pourra  déterminer,  à  vue  et  sans  calcul,  la  diminution  exacte  de 
la  classe  de  la  courbe  (C),  et  cela  par  la  simple  inspection  des  va- 
leurs des  T3,  T4, .  . . ,  écrites  dans  le  tableau  ((6')). 

1°  Soit  II  =  o  : 

La  fonction  T3  ne  peut  pas  être  annulée,  puisqu'il  y  a  des  termes 
en  i*  provenant  des  fonctions  (pa  et  «j/a  irréductibles  entre  elles 
à  cause  des  arbitraires  Xq  e^^Ja-,  et  que  la  fonction  CT2  n'est  que  du 
second  degré  en  t.  La  diminution  de  la  classe  est  donc  de  trois 
unités  seulement; 

2°  Soit  i'i  ^  o  : 

La  fonction  T3  pourra  être  annulée;  la  fonction  cy,  sera  alors 
complètement  déterminée,  et  sera  du  deuxième,  premier,  ou  zéro 
degré  en  t,  suivant  que  l'i  sera  égal  à  1 ,  2  ou  3  ; 

Si  ij  =  I  : 

La  fonction  T4  ne  pourra  pas  être  annulée,  puisque  le  terme 
^1 4'3-'"i  ^^^  ^^  quatrième  degré  en  f,  que  les  termes  en  f*  ne  peuvent 
pas  se  détruire,  et  que  CT3  est  du  troisième  degré  seulement;  la  di- 
minution de  la  classe  sera  donc  égale  à  quatre  unités; 

Si  il  >  I  et  que  12  =  0  : 

La  fonction  T,,  ne  pourra  pas  être  annulée,  et  la  diminution  de 
la  classe  sera  toujours  de  quatre  unités; 

3°  Soit  il  >  I  et  1 2  >  o  : 

La  fonction  T4  pourra  toujours  être  annulée,  et  la  fonction  cJs 
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sera  alors  complètement  déterminée ^  cette  fonction  sera,  par  rap- 
port à  î, 

du  3*  degré,  si  72=  i  ; 

du  2«  degré,  si  /,  =  2  et  /j==2,3ou4;  011  si  ;,  =  3  et  i\=2; 

du  1" degré,  si  /,=  3  et  i\-=  3; 

du  o    degré,  si  i,  =  3  et  ii=^^. 

La  fonction  Tg  ne  pourra  pas  s'annuler  si  ^3  =;  o,  et  la  classe  sera 
diminuée  de  cùiff  unités; 

Si  i'a  ]>  o  et  i'i  ^  I  : 

La  fonction  T5  pourra  toujours  s'annuler,  et  la  fonction  ci;  sera 
complètement  déterminée  *, 

Et  ainsi  de  suite. 

8.  Indiquons  en  terminant  quelques  remarques  générales. 

Remarque  1.  —  Lorsque  aucun  des  nombres  lo,  ti,  •  •  •  5  ^^-i  11  est 
nul,  il  est  d'abord  certain  que  la  fonction  T^4.s  ne  pourra  jamais 
être  annulée,  car  la  fonction  ^h+t  est  du  degré  h  -{-  1  en  f ,  et  les 
termes  du  plus  haut  degré  en  t  ne  pourront  pas  être  détruits  par  les 
termes  du  même  degré  qui  peuvent  précéder,  puisque  les  coeffi- 
cients de  ces  derniers  renferment  les  arbitraires  x^  et  1  o^  tandis 
que  (J)a+2  en  est  absolument  indépendant.  De  plus,  les  fonctions 
^h-i-,  ^h-i-)  • .  . ,  CT2  sont  complètement  déterminées,  si  les  fonctions 
T3,  T4, .  .  . ,  T^+i  ont  pu  être  annulées  5  il  ne  reste  donc  d'arbitraire 
que  la  fonction  cta^i  qui  est  du  degré  h  -f-  i  seulement  par  rap- 
port à  f  5  par  conséquent  la  fonction  T/,^2  ne  pourra  pas  être  annulée 
et  renfermera  nécessairement  f  à  la  puissance  h  -\-  1. 

Donc  la  diminution  de  la  classe  sera  au  plus  égale  à  2  +  7i  ^ 
il  est  d'ailleurs  facile  de  montrer  que  cette  diminution  peut  être 
atteinte  pour  des  valeurs  convenables  des  exposants  I05  ^n  •  •  •  •>  ih-\- 

Ajoutons  que  la  diminution  de  la  classe  pourra  être  inférieure  à 
2  -h  A,  même  dans  le  cas  où  aucun  des  nombres  i'oî  ^n  •  •  •  ^  '^-i  ^^^ 
serait  nul^  c'est  ce  que  confirme  la  remarque  suivante. 

Remarque  IL  —  Supposons  l'exposant  /;[=  i,  les  autres  expo- 
sants î'o,  i'i, . .  . ,  4_i  n'étant  pas  nuls,  on  peut  affirmer  que,  dans  ce 
cas,  la  fonction  T,;;^!  ne  pourra  pas  s'annuler. 
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On  a,  en  eftet, 

(  Tu2  =  Tnk+^  -hm[9o+  ^3-,-.  )  +  rnk-> {  03-/,  +  ^i-u)  -4  •  •  • 

(  2°  )       To^+o  =  5Tji+,  -4-  ST,y;.( 9o  +  '\>,-i,  )  +  ...  +  CJA+i  ( 0i+i-,t_,  +  ^A+2-,-J+  . . . . 

Or  l'égalité  (i")  nous  montre  que  xS/^^i  est  du  degré  A '+  i  en  t, 
puisque,  d'après  l'hypothèse  1^=  i,  la  fonction  Çi+s-y^  est  du  degré 
^  _l_  1  •  mais  alors,  dans  l'expression  (2°)  de  TjA+a  ^  le  ternie 
cJa+1 'l'A+a-it  est  du  degré  2  A" -+-2  en  t,  et  ne  pourra  pas  être 
détruit  par  la  fonction  arbitraire  cy,i+i,  qui  n'est  que  du  degré 
2  A  +  I  par  rapport  à  t. 

Ainsi,  lorsqu'on  suppose  i/,  =  i,  il  pourra  arriver  que,  parmi  les 
fonctions  T  qui  précèdent  Tj^^s,  quelques-unes  ne  puissent  pas 
s'annuler-,  mais,  si  toutes  les  fonctions  qui  précèdent  Tj^^,  peuvent 
être  annulées,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  Tj^^,  ne  pourra  pas 
être  annulée.  La  démonstration  complète  de  cette  proposition 
exigerait  bien  encore  quelques  explications,  mais  les  détails  déjà 
donnés  permettront  facilement  d'y  suppléer. 


EXTRAIT 
DE  SIX  MÉMOIRES  Pl'RLlÉS  DA^S  LE  JOl'RML  DE  MATHÉMATIQUES  DE  BORCHARDT; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée  par  l'Auteur.) 


II. 

Suite  des  recherches  sur  les  fojictions  entières  homogènes 
de  n  différentielles  (*). 

Pour  l'étude  de  la  classe  de  formes  à  laquelle  appartient  uue 
forme  donnée  f[dx)^  du  p^^"""  degré,  il  est  bon  de  combiner  avec  la 
conception  du  type  normal(f[du),  défini  par  l'équation  (20),  I  (^), 
les  considérations  introduites  dans  le  calcul  des  variations  par  Ha- 


(')  Journal  de  Borchardt,  t.  72,  p.  i-56. 

(^)  C'est-à-dire  l'équation  (20)  du  Mémoire  I. 
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milton  dans  le  travail  déjà  cité,  et  par  Jacobi  dans  son  Mémoire  : 
Ueber  die  Réduction  der  Intégration  der  partiellen  Dijferen- 
tialgleichung  erster  Ordnung,  etc.  [Journal  de  Crelle,  t.  17, 
p.  97-162),  et  dans  une  série  de  travaux  postérieurs.  Partons  du 
problème  de  la  variation  de  l'intégrale  (9),  I, 


0  =  j    f{x')dt, 

et  supposons  le  système  d'équations  différentielles  (11),  I,  intégré 
de  la  manière  indiquée  ci-dessus.  La  valeur  de  l'intégrale  0,  con- 
sidérée comme  fonction  des  éléments  x^"\  x'^°\  t,  donnera  pour  sa 
variation  complète 

(1)  oQ  =  -{p-  i)f{x')ôt  +2^  -^,-^  oxa -y^d^^  ^^ 


Jo) 


Les    valeurs    d'intégration    sont    des   fonctions   dos   seuls  élé- 
ments x^a^  et  des  variables  normales 

introduites  par  la  formule  (18),  L  Nous  admettrons  maintenant  que 
le  déterminant  fonctionnel 


(2) 


dXa 

dub 


ne  s'annule  pas,  et  que  les  x^  sont  des  fonctions  des  «5,  indépen- 
dantes entre  elles.  Le  déterminant  (2)  prend  pour  valeur  l'unité, 
toutes  les  fois  que  l'on  a  les  équations  x^  =  x^°\  et  l'hypothèse  en 
questior.  peut  être  satisfaite  lorsque,  dans  la  variété  du  premier 
ordre,  déterminée  par  l'intégration  de  (i  i),  I,  on  ne  fait  pas  varier 
le  système  de  valeurs  x^  au  delà  d'une  certaine  limite  à  partir  du 
système  initial  x^*'\  On  peut  alors,  réciproquement,  considérer  les 
quantités  uj  comme  des  fonctions  des  éléments  x^°^  et  x^  (M.  Les 

(')  Relativement  aux  conditions  qui  doivent  être  satisfaites  ici,  voir  le  Mémoire  in- 
titulé :  Beitràge  zur  Théorie  der  Umkehrung  eiiies  Functionensystems  (^Nachrichteii 
der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Gôctingen,  année  1870,  12  nov.  ;  publié  en  italien  dans  les 
Annali  di  Matematica,  i^  série,  t.  IV,  fasc.  III,  p.  aSi-ajg).  Les  considérations  éta- 
blies dans  ce  Mémoire  sur  les  variétés  des  différents  ordres  ne  se  rapjwrtent  pas, 
comme  on  le  fait  observer  dans  l'art.  3,  à  une  forme  de  n  différentielles,  et  se  distin- 
guent par  là,  dès  le  principe,  de  celles  dont  il  est  actuellement  question. 
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combinaisons 

(3)  {t-h)xl  =  Vb, 
qui  satisfont  aux  équations 

ou,  aun 

sont  des  fonctions  des   mêmes  quantités.  De  (i3),  I,  résulte  l'é- 
quation 

(4)  /(^)=/o("). 

et  cette  fonction  dépend,  en  vertu  de  l'équation  (8*),  I, 


de  l'intégrale  R,  définie  par  (8),I.  En  multipliant  actuellement 
l'équation  (8)  parle  facteur  (i —  ^o/~S  on  obtient  l'expression  sui- 
vante de  la  différentielle  exacte  de  la  fonction  J\i^)  =^  fo{u)  qui  dé- 
pend des  éléments  Xa  et  x^^^ 

(5)  ^M  =  'M^)=Zd^  '■''"- 1-^^  '""^  • 

a  ti 

Appelons  maintenant  l'attention  sur  le  type  normal  cj)(rfa),  et  en 
particulier  sur  la  différence 

(6)  <p{du)-f„idu). 

En  supposant  qu'une  forme  g[dj)  appartient  à  la  même  classe 
que  la  {orme  f[dx)^  on  a  établi  précédemment  les  équations  (i6),  I, 

et(23*),I, 

(^[du)  —f,[du  )  =  y^{dz)  —  g,[dz  ). 

De  ces  équations  il  résulte  que,  si  l'on  développe  la  différence  (6) 
suivant  les  puissances  positives  des  variables  normales  ?<„,  et  la 
différence  x(^^)  — ê'o(^^)  suivant  les  puissances  positives  des  va- 
riables normales  z^,  les  sommes  des  termes  du  q^''^^  ordre  dans  les 
deux  développements  donneront  respectivement  les  équations 

(7)  [^[du)-f,{du)],=  [i[dz)-g,[dz)\. 
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On  voit  facilement  que  la  diffërence  (6)  s'annule,  lorsqu'on  y 
remplace  chaque  différentielle  diib  par  le  u^  correspondant.  Or  l'ap- 
plication de  l'équation  (5)  conduit  à  ce  théorème,  que  chacune  des 
n  déi'iuées  partielles  de  la  différence  (6),  par  rapport  aux  diffé- 
rentielles duai  s'annule  pareillement,  lorsqu'on  remplace  dans 
cette  dérivée  chaque  différentielle  dui  par  le  uj,  correspondant . 
La  même  chose  a  lieu  pour  l'expression 

(8)  f,[du)--[d'^j\dU')Y, 
et  par  suite  aussi  pour  l'expression 

(9)  <:f[du)-[d'^lîïr)Y, 

Le  quotient  des  deux  déterminants  relatifs  aux  formes  ^{du)  et 

fo{du), 

d'o{du] 


('o; 


d  du„  â  dub 


d\f:{du) 
dduaddub 


lorsqu'on  y  remplace  chaque  différentielle  duc  par  le  Uc  correspon- 
dant, se  change  dans  l'expression 


:'0 


i  dvadvb 

• 

dXa      ' 

dub 

à\Mn) 

du 

aÔ 

ib 

laquelle  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  éléments  x^  et 
x'°\  De  l'équation  (5)  résulte  cette  proposition  :  que  cette  fonction 
n'est  pas  altérée,  lorsqu  on  j  échange  tous  les Xa  avec  les  x'-^''  cor- 
respondants. 

JNous  omettrons  ici,  pour  abréger,  une  représentation  normale  de 
la  seconde  variation  de  l'intégrale  0,  qui  est  fondée  sur  la  suppo- 
sition énoncée  tout  à  l'heure,  que  les  quantités  x„  sont  des  fonc- 
tions indépendantes  entre  elles  des  quantités  z^^,  et  que  nous  avons 
fait  connaître  dans  notre  Mémoire. 

Nous  allons  maintenant  supposer  que  le  degré  p  est  =  i  j  soit, 
comme  dans  (29),  I, 

•■i.f{dx)  =z\    Ga.bdXadXb,,       A   =   |  rt<,,6  [. 
a,b 
Bull,  des  Sciences malhérn.  et  ascroii.,  t.  IV.  (Mars  1873.)  îO 
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Pour  le  type  normal  correspondant  cp  [du)  prenons  les  notations 

(12)  2.(^{du)   =\    p„,l>dUadUi,        'n.=\pa.b\. 

a,b 

Désignons,  de  plus,  par  /•  la  valeur  de  l'intégrale  R  tiz'ée  de  (8),  I,^ 
et  par  h  la  constante  Jo(x''o^),  de  sorte  que  l'on  ait 


(i3)  r=^'2.f,[u)=\Jili{t  —  t,). 

En  outre,  parla  supposition  de  /?  =  2,  l'expression  (10)  devient 
égale  à  l'expression  (i  i),  et  peut,  en  posant  Ao  =  |  «L°l.|?  ^'tre  repré- 
sentée par  la  formule 

(.0-)  l- 

Comme  précédemment,  la  substitution  :r„  =  x[°^  dans  ces  expres- 
sions est  indiquée  par  l'addition  du  signe  '°^ 

Soit  d'abord  le  nombre  7i  =  2,  et  supposons  que  la  forme  quadra- 
tique :if[dx)  désigné,  comme  dans  (29*),  I,  le  carré  de  l'élément 
linéaire  pour  une  surface.  Pour  appliquer  la  propriété  générale  en 
question  des  diiférences  (6),  (8),  (9),  remarquons  que,  lorsque  les 
dérivées  d'une  forme  quadratique  des  deux  diiférentielles  ^«1,  du^^ 
prises  par  rapport  à  ces  diflerentielles,  s'évanouissent  dès  que  l'on 
remplace  ^«1  par  z^j,  du^_  par  zfj,  la  forme  doit  être  égale  au  pro- 
duit d'une  quantité  finie  par  l'expression  (uj  duz  —  u^  du^Y .  On  a, 
par  suite,  l'équation 

(i4)         ^f,{u)fo{du)—  [d\/fo[u)]'  =  Ao{Uidu,—  u^dutY. 

De  plus,  le  quotient 

^[du)~  [d\lf,[u)Y 

Udu)-[dslfJ^Y 

doit  être  égal  à  une  graudeur  finie,  et  si  l'on  désigne  celle-ci  par 

— rr- — -•)  il  en  résulte  l'équation 

2/0  («) 

(i5)      <^[du)-[dsJj^)Y  =  ^j^^\fMu)-[^ 

D'après  les  développements  donnés  plus  haut,  la  quantité 
/•  =  i^2fo[uj  mesure  la  longueur  de  la  ligne  la  plus  courte  tracée 
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sur  la  surface,  du  point  (x^,°^,  j:^"^  au  point  (j:i,  x,).  Pour  l'angle  <^, 
que  fait  l'élément  initial  de  cette  ligne  avec  l'élément  dxi^  on  a  les 
équations 

(16)  tang<ï>:=V%^'      ^^^s/Xiu.d.c^-u.du.) 
et,  partant,  l'équation  (i5)  se  change  dans  l'équation 

(17)  7.(f{du)=dr^-hni''d^-, 

établie  par  Gauss  dans  le  Mémoire  cité,  art.  19.  Pour  le  quo- 
tient (10*)  on  a  en  même  temps  l'expression 

1  .....  1         .     n  ,       , 

et  la  proposition  qui  a  lieu  pour  le  quotient  —  >  que  sa  valeur  n  est 

pas  altérée  par  l'échange  mutuel  de  x„  avec  x[^\  se  change  dans  le 
théorème  que  M.  Christoiïel  a  donné,  relativement  à  l'expression 

— TT- — -î  dans  sa  Théorie  générale  des  triangles  géodésiques  {'), 

art.  9. 

Dans  les  formes  quadratiques  y(^a:)  d'un  nombre  quelconque  de 
différentielles,  la  forme  quadrilinéaire  "^ [d^x^  à^ x^  dx^  dx)  va 
être  maintenant  considérée  d'un  nouveau  point  de  vue.  Admettons 
que  les  variables  a:„  parcourent  la  variété  du  premier  ordre,  déter- 
minée par  l'intégration  du  système  (i  i),  I,  et  que  les  différentielles 
dXa  et  dxg  prennent  les  valeurs  correspondant  à  ce  mode  de  va- 
riation, [t  —  t^)x'^  =  r„  et  [t  —  ^oj-^s  ^^  ^gi  lesquelles  sont, 
comme  on  l'a  vu,  fonctions  des  seuls  systèmes  x'^''  et  Xc-  Les  diffé- 
rentielles d^Xb  et  dxh  ont  été  supposées,  dans  notre  Mémoire,  indé- 
pendantes les  unes  des  autres-,  mais  attendu  que,  dans  les  deux  ap- 
plications dont  il  s'agit,  la  généralité  ne  perd  rien  à  ce  que  l'on 
remplace  le  signe  (J*  par  le  signe  §.,  nous  introduirons  cette  simpli- 
fication dans  ce  qui  va  suivre.  Si  l'on  désigne  par 

S(c?'M,  (5' M,  du,  au) 


(')  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1868.  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  169. 

10. 


S[' 
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la  forme  quadrilinéaire  dans  laquelle  se  change 

^ [d^ X,  à^x,  dx,  Sx) 

par  l'introduction  des  variables  normales  m„,  on  aura,  en  vertu  des 
relations  (3*),  l'équation 

(19)  [t  —  t„YW{x',èx,x',  dx)  =  Z[u,  du,  II,  Su). 

La  propriété  fondamentale  de  la  diilérence  (f[du)  — fç,[du)^  éta- 
blie ci-dessus,  donne  maintenant,  pour  l'expression  du  second 
membre,  la  formule 

U)         ^^^^      +2  if         f„j      ^^^ 
>  I     h,k    ^ 

c,d 

où  l'on  a  fait 

,  ^ a,b' 

Opcb 
Imaginons  maintenant  que  la  fonction  H  (tf,  <^«,  u,  au)  soit  déve- 
loppée suivant  les  puissances  positives  des  quantités  k^,  comme  cela 
a  eu  lieu  ci-dessus  pour  la  différence  ©  [du)  — /^[du).  Pour  la  com- 
paraison, on  prend  actuellement,  au  lieu  de  cette  différence,  la  dif- 
férence 9{àu)  —  fo^du).  On  reconnaît  alors  que,  dans  les  deux  dé- 
veloppements, le  terme  d'ordre  zéro  et  l'ensemble  des  termes  du 
premier  ordre  s'évanouissent,  et  que,  pour  l'ensemble  des  termes  du 
second  ordre,  on  a 

(21)  [?(0")  —  fo{^li)]-i  =  —  [— (Wj  ^U,  U,  Ôm)],. 

Soit   f  Q  (f?'x,  cJ'x,  dx^  dx)   ce  que  devient  la  forme 

^{d^x,  o^x,  dx,  àx) 
par  la  substitution  x^  =  x^°^5  de  (19)  on  tire  l'équation 

Wo{u,  du,  u,  §u)  =  [Z(?f,  au,  u,  du)]i, 
et  par  suite,  en  vertu  de  (21),  l'équation 

(22)  [(f{ôu)—f„{èu)],  =  —  '*Fo(w,  du,  u,èu). 


Cette  équation  cai'actérise  la  dépendance  entre  le  tjpe  normal 
(p((î«)  et  la  forme  ^o  ("5  «^"5  "5  ^")- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i49 

Dans  le  cas  d'une  forme  quadratique  de  deux  diflérentielles, 
l'équation  (Sa),  I,  exprime  la  relation  qui  existe  entre  la  forme 
'?(f/^x,  §^x,  dx^  âx)  et  la  mesure  de  coiirbur-e  k  de  Gauss.  Soit 
Â"o  ce  que  devient  A'  par  la  substitution  x^  =  x^a\  et  supposons  de 
plus  que,  en  appliquant  cette  substitution,  d^Xa  =  dx^  soit  rem- 
placé par  Ua-,  ^^Xa  =  ^Xa  par  Bua^  et  qu'ensuite  on  fasse  usage  de 
l'équation  (14)5  il  en  résultera,  pour  l'expression  de  la  mesure  de 
courbure  Â"o  de  la  surface  considérée,  au  point  {x[''\  x^^"^), 

,  —  ^^\(u,  au,  H,  du) 


>3) 


4/o(«)l/o(Ô«)-[ôv/o(")J^ 


Si,  conformément  aux  notations  introduites,  on  rapporte  cette 
équation  à  une  forme  quadratique /"(f/jc)  d'autant  de  différentielles 
que  l'on  voudra,  elle  contiendra  la  représentation  explicite  d'une 
quantité  que  Riemann  (')  a  introduite  dans  la  théorie  des  formes 
quadratiques  de  n  différentielles.  Dans  le  langage  de  Bieniann,  ko 
est  la  mesurée  de  courbure  de  la  'variété  du  n'^""  ordre  dont  l'élé- 
ment linéaire  est  mesuré  par  l'expression  \J:îJ'[dx)  ^  pour  le  sys- 
tème de  valeurs  ou  le  point  x'^^K  En  vertu  de  l'équation  (22),  on 
obtient  pour  Aq  cette  seconde  représentation  : 

(23*)  A-o=—   -  ['2  9(<5w)  — 2/o(aM2]5 


^fo{u)\Uèu)-[èsJfo{u)y\ 

qui  coïncide  avec  la  définition  en  question  de  Riemann. 

La  quantité  Aq  est  la  mesure  de  courbure  de  Gauss  pour  la 
VARIÉTÉ  du  second  ordre  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  n  —  2 
fonctions  linéaires  homogènes,  indépendantes  entre  elles,  des 
quantités  Ua-,  par  rapport  au  point  où,  toutes  les  quantités  u^  s'an- 
nulent, le  carré  de  l'élément  linéaire  j  étant  représenté  par  la 
forme 

2Cp((5w)  =  '2.f[^x). 

La  variété  du  second  ordre  en  question  peut  aussi  être  caractéri- 
sée en  disant  qu'elle  renferme  en  elle  deux  variétés  du  premier 
ordre  qui  partent  du  système  de  valeurs  w„  =  o  ou  a:^  =  ^''a^  et  où 
l'élément  initial  est  déterminé  pour  l'une  par  les  rapports  des  quan- 
tités Ua  et  pour  l'autre  par  les  rapports  des  quantités  ^u^.  Pour  re- 

(')  Loc.cit.,  II,  §  1. 


i5o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

présenter  la  mesure  de  courbure  relative  au  système  de  valeurs  x^ 
et  à  deux  variétés  du  premier  ordre,  dont  les  éléments  initiaux 
soient  déterminés  par  les  quantités  dXc,  et  ^x^,  introduisons  la  se- 
conde forme  quadrilinéaire 

(24)    Y{d^X,  è^X,  dx,  èx)=S  iÇ^  -^]^  [d^Xa^^Xi-  à^Xad'Xi); 

a,b 

nous  obtiendrons,  pour  la  mesure  de  courbure,  l'expression 
—  \^f{dx,  èx,  dx,  èx) 


23**1 


F{dx,  ox,  dx,  èx) 


Parmi  les  formes  quadratiques  de  plus  de  deux  diiférentielles, 
celles-là  doivent  être  distinguées  pour  lesquelles  le  quotient 

(fjdu)  —  [ds/foiu)]" 
fo{du)—[ds/fo[u}Y 

est  égal  à  une  quantité  finie,  tandis  que  ce  même  quotient,  comme 
nous  l'avons  vu,  dans  le  cas  de  formes  quadratiques  de  deux  diffé- 
rentielles, est  nécessairement  égal  à  une  quantité  finie.  Nous  con- 
sidérerons toutes  les  formes  quadratiques  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété comme  composant  ensemble   un  genre  de  formes  ;  et,  en 

désignant,  comme  plus  haut,  la  quantité  finie  par  — j- — -i  nous 

caractériserons  ce  genre  par  l'équation,  équivalente  à  (i5), 

(25)       ^{du)  -  [dslJUr)\=  ^jj^^  \fo{du)-[d^M^}f\. 

Dans  ce  genre  de  formes,  le  quotient -r-j  représenté  par  (io*),pren- 
dra  la  forme  simple 


^^^  X~Ufo[u)\ 


Si  les  variables  u^  convergent  vers  zéro,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  si  t  —  ta  tend  vers  zéro,  on  aura 

(2n)  lim     ^^  —  lim -^= =  i. 

^2fo{ii)  \/^h{t—  to) 

De  plus,  de  (aS)  on  déduit,  pour  le  quotient  des  deux  formes  qua- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i5i 

drilinéaires  ^f'  [d^x.,  o'x,  dx^  dx)  et  F(^*x,  o*x,  dx,  âx)^  en  rem- 
plaçant de  nouveau  d^Xa  =  dXa^ar  (f — to)x'ai  et  faisant  0*0:4  =  ^jri, 
l'équation 

\W{^',  ox,  x' ,  ox) I     f/'m 


F  (a;',  ôj:,  x' ,  ox)         m  ihdP 


(28) 

En  vertu  de  l'équation  (i3),  la  différentielle  \f2h  dt  coïncide  avec 
la  différentielle  dr.  Pour  une  forme  quadratique  de  deux  différen- 
tielles, le  premier  membre'de  (28)  devient  égal  à  la  mesure  de 
courbure  de  Gauss  /r,  prise  négativement  5  l'équation  (28)  se  cliange 
alors  dans  l'équation 

(29)  —  k= -j—t 

^  m   di^ 

et  l'équation  (27)  dans  ce  théorème,  que,  pour  un  /•  décroissant 

indéfiniment,  la  quantité  m  tend  vers  zéro,  et  le  quotient  -7—  vers 

l'unité.  Ces  diverses  propositions  ont  été  indiquées  par  Gauss, 
loc.  cit.^  art.  19. 

Le  théorème  énoncé  dans  l'équation  (28)  admet  maintenant  la 
réciproque  suivante  :  Etant  donnée  une  forme  f[dx)^  et  le  sys- 
tème coi'vespondant  d'équations  différentielles  (II),  I,  étant  préa- 
lablement intégré,  si  le  quotient  des  deux  formes  correspondantes 

^^  [x' ,  èx,  x',  ox) 
F{x',  èx,  x' y  ôx) 

est  égal  à  une  quantité  —  A',  indépendante  des  dij^érentielles  ^Xi^ 
et  si  la  liaison  d' une  fonction  m  avec  les  systèmes  de  quantités  x-"^ 
et  Xa  est  déterminée  par  les  coiiditions 

,.  m 

lim-=r— 7-  =  i,     pour     t  —  t,  =  o, 

.         1     d''  m 

—  n 


m  zhdl^ 

alors  le  type  normal  (^[du]  de  la  forme  f[dx)  est  représenté  par 
la  formule  (20).  La  démonstration  de  cette  proposition  repose  sur 
ce  que  le  système  d'équations  différentielles  (33),  I, 

dC6       iX'dfalx').^ 


dXr 
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dans    les  hypothèses   actuelles,  est  intégré  complètement  par  les 
Il  systèmes  d'expressions 

,  „    ,     y         i/^  foi  II)  dxb    ,   dsji_U{ii)\        v/2  /o  (  «  )  1      àxb 
m         dui  dut        L  fn       J  ^:^lidt 

et  que  de  cette  intégration  on  conclut  directement  la  vérification 
de  l'équation  (aS). 

Ici  l'on  peut  ajouter  à  notre  Mémoire  une  remarque,  qui  se  rat- 
tache à  l'équation  (28),  déduite  de  l'hypothèse  (ao).  On  suppose, 
en  ce  moment,  c[ue  les  quantités  [t —  fo)x'„=  t'„,  qui  dépendent 
des  éléments  x^^'^  et  Xc-,  sont  des  fondions  indépendantes  entre 
elles  des  éléments  x^°\  en  sorte  que  les  x'-^\  de  leur  côté,  peuvent 
être  exprimés  au  moyen  des  éléments  Xa  et  [t  —  to)x'^=  v^-  Si 
alors  le  quotient 

\^{x',  èx,  x',  èx) 
Y {x' ,  §x,  x',  §x) 

est  égal  à  la  quantité T~T~2  ^^  — ^7  indépendante  de  âxi,^  et  que 

l'on  regarde  cette  quantité  comme  une  fonction  des  éléments  x„  et 
(t — tQ)x'^i=  i^a-)  alors  l'équation  (28)  devra  être  uneidejitité,  parce 
que  des  relations  entre  les  quantités  x^  et  Va,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse admise,  sont  impossibles.  Comme,  de  plus,  le  c[uotient  en 
question  ne  peut  pas  changer,  lorsqu'on  échange  entre  eux  respec- 
tivement les  rapports  des  cjuantités  [t  —  tQ)x'a=^  Va  et  les  rapports 
des  quantités  ^Xj,  ce  quotient  doit  être  identiquement  égal  à  une 
fonction  des  seules  quantités  x„.  Or,  dès  qu'il  en  est  ainsi,  on  a 
aussi  l'équation  identique 

\^{d^x^  o^x,  dx,  ox) . 

^     '  F{d^x,  ô'or,  dx,dx)   "  ~ '^' 

et,  dans  l'hypothèse  énoncée,  on  a  ce  théorème  :  La  représentation 
du  tjpe  normal  (f{du)  par  l'équation  (25)  entraine  comme  con- 
séquence l'équation  (3i),  et  réciproquement. 

L'expression  (aS**)  nous  fait  voir  que,  dans  l'hypothèse  énon- 
cée, pour  le  genre  de  formes  qu'elle  caractérise,  la  mesure  de  cour- 
bure de  Riemann  est  représentée  par  la  quantité  Âr,  indépendante 
des  différentielles  dxi,^  et  ne  contenant  que  le  sjstème  de  va- 
leurs Xa. 
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On  doit  pouvoir  tirer,  aussi  bien  de  la  forme  ''¥{d^x^  ê^x,  dx,  dx) 
que  de  la  forme  F{d^x,  o'x,  dx,  §x)^  un  invariant  de  la  forme 
f[dx)^  en  y  remplaçant  chaque  expression 

{d^XaO^Xb —  o^Xad^Xb)  {dxgOXh —  dxgdxh) 

par  l'expression  correspondante  - — •  Delà  première  forme 

résulte  Y  invariant  que  nous  désignerons  par 

(32)  '     ^; 

de  la  seconde  résulte  le  nombre Par  le  procédé  indiqué 

découle  donc,  de  l'équation  (3i),  l'équation 

(3i    )  _^.^  =  ____/., 

par  laquelle  V invariant  k  est  ramené  à  l'invariant  ^j/. 

Riemann  répond,  à  la  question  de  savoir  dans  quel  cas  une  forme 
quadratique  essentiellement  positive  y (rfo:)  peut  être  changée  en 
une  somme  de  carrés  de  différentielles  exactes,  que  la  mesure  de 
courbure  correspondante,  représentée  par  (^23**)^  doit  s' évanouir 
en  chaque  point.  Cette  question,  dans  le  cas  d'une  forme  essentiel- 
lement positive  y(j:),  coïncide  avec  la  question,  que  nous  avons 
éclaircie  à  l'occasion  du  Mémoire  I,  de  savoir  dans  quel  cas  f[dx) 
peut  être  transformée  en  une  forme  à  coefficients  constants.  En 
outre,  Riemann  s'occupe  principalement  des  formes  pour  les- 
quelles la  mesure  de  courbure  est  pai^tout  constante.  D'après  le 
témoignage  des  lettres  à  Schumacher  que  nous  avons  citées,  Gauss 
a  été  aussi  conduit  à  ces  formes,  ainsi  que  Helmholtz,  comme  il  le 
déclare  dans  son  travail  :  Ueber  die  Tliatsachen,  die  der  Géo- 
métrie zum  Grunde  liegen  (')•  A  ces  formes  se  rapportent  encore 
les  travaux  de  M.  Beltrami  :  Teoria  fondam.entale  degli  spazii 
di  curvatura  costante  {^),  et  :  Saggio  di  interpretazione  délia 
Geometria  non-euclidea  (^),  où  il  y  a  des  renseignements  relative- 
ment aux  recherches  analogues  de  J.  Bolyai  et  de  Lobatcliefsky. 

(')  Nachrichten  der  K.  Ges.  der  JFiss.  zu  Gôttiiigen,   1868,  3.  Juni. 

(')  Annali  di  Matematica,  série  II,  t.  Il,  fasc.  III. 

(')  Giornale  di  Maternât iche,  pubbl.  per  G.  Battaglini,  vol.  VI. 
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Les  formes  de  cette  nature  et  de  n  différentielles  dj\,  peuvent  se 
déduire  d'une  forme  T[dj)  à  coefficients  constants  et  de  7z  4-  i  dif- 
férentielles dj^^  où  «=  I,  2,  3,.  ..,  7z  4-  I,  en  éliminant  la  va- 
riable j>n+i  au  moyen  de  l'équation 

(33)  2r(j)  =  ^ 

où  a  désigne  une  constante.  Si  l'on  pose  maintenant,  pour  la  forme 
résultante 

g[dr), 

ce  problème,  que  la  première  variation  de  l'intégrale   /  \jig[dj) 

s'évanouisse,  le  système  d'équations  différentielles  correspon- 
dant (i  i),  I,  pourra  s'intégrer  facilement,  et  le  type  normal  y^[dz)^ 
relatif  à  la  forme  g  {dj)^  aura  pour  expression 


(34)  ■/.(</.) = [<fvii;û")]"+ ?i"i^:-iî}\g.idz)-  [A/i^ii. 


2aL-o    2, 


Aussitôt  donc  qu'une  forme  f{dx)  pourra,  par  une  substitution 
quelconque,  être  transformée  dans  la  forme  spéciale  actuelle  g{dy)^ 
le  type  normal  ^{du)  relatif  à  cette  forme  sera  [exprimé  par  une 
équation,  qui  se  déduira  de  l'équation  (aS)  par  la  substitution 


of  \  sin  Jia  /o  (  « 

35)  m  =  -      ^       •''  ^    ■ 


Va 

Ainsi  la  forme  en  question  f[  dx)  appartiendra  au  genre  de 
foj'nies  caractérisé  par  l'équation  (aS).  Lorsque  la  valeur  de  «  ten- 
dra vers  zéro,  la  forme  spéciale  g[dj)  se  changera  en  une  forme  à 
coefficients  constants,  et  l'équation  (ao),  par  la  substitution 


(36)  m  =  \Jif,[n), 

se  transformera  dans  l'équation  (26),  I,  qui  est  caractéristique  pour 
les  formes  transformables  en  formes  à  coefficients  constants. 
L'équation  (35)  entraînant  avec  elle  l'équation 

\     d^m 
m 


^^^  -^c^/idt^ 


toute  forme  y  (je),  transformable  dans  la  forme  spéciale  g{dj)^  dé- 
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finie  plus  liaut,  satisfera  donc,  en  vertu  de  (28),  à  la  relation 

jW{x' ,  ox,  x',  ox)  _ 


(38) 


Y{x',  ox,  x',  ôx) 


On  est  donc  en  droit  de  dire  que  la  méthode  exposée  conduit  à 
une  forme  f[dx)^  pour  laquelle  la  inesur'e  de  courbure  de  Rie- 
mann,  relatwenient  à  tout  sjstètne  de  valeurs  jr^,  e^^  égale  à 
une  constante,  savoir,  à  la  constante  a.  En  outre,  les  développe- 
ments que  nous  avons  donnés  autorisent  à  énoncer  le  théorème 
suivant,  au  moyen  duquel,  sans  supposer  l'intégration  dun  sys- 
tème d'équations  différentielles,  on  peut  décider  si  une  forme  don- 
née f[dx)  est,  ou  non,  une  forme  où  la  mesure  de  courbure  de 
Riemann  a  est  constante,  et  qui,  pour  a  =  o,  se  change  dans  le 
théorème  final  du  Mémoire  I  :  L'expression  du  type  noriiial  <f{du) 
d'une  forme  donnée  f[dx)  se  tire  de  V  équation  (aS)  par  la  sub- 
stitution (35),  dans  le  cas,  et  seulement  dans  le  cas  oii  le  quotient 
des  deux  formes  quadrilinéaires  correspondantes 

\^(d^x,  o^x,  dx,  èx) 
Y{d'x,  ô'x,  dx,  àx) 

est  égal  à  la  constante  —  a. 


Jacobi,  dans  un  Mémoire  Sur  une  solution  particulière  de 
l'équation  différentielle  de  Laplace  (*),  a  fait  remarquer  que 
l'expression  transformée  du  carré  de  l'élément  linéaire  dans  l'es- 
pace dx\  -f-  dx\  -H  dx\  suffit  seule  pour  obtenir  la  transformation 
de  l'équation  difierentielle  de  Laplace, 


d'^w       d^iv        dUv 

dxi        dxl        âxi  ~~ 


Cette  pensée  a  été  développée  par  M.  Beltrami  dans  un  travail 
Sulla  teorica  générale  dei  parametri  differenziali  (^).  Lue  forme 
quadratique  f[dx)  de  n  différentielles,  en  désignant  par  w  une 
fonction  des  n  variables  Xa-,  a  pour  covariants  les  algorithmes  sui- 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  36,  p.  Ii3  et  siiiv. 

(')  Mem.  delV  Accad.  délie  Scienze  dell'  Istituto  di  Bologna,  l! 
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vaiits  :  Le  premier  paramètre  différentiel  de  la  fonction  w, 


A,      tV  )  =    >     — : r : 


i élément  d' intégrale  n-uple 

^A  dx^  dxi . .  •  dxn  ; 
l' intégrale  n-uple 

j  A,  (  IV  )  y/A  dx,  dx2. . .  dXny 

et  le  second  paramètre  différentiel  de  la  fonction  çv, 

dw  \ 


A,(a'j  =  A   '\- 


ÔXa 


dont  révanouissement  constitue  la  condition  pour  que  la  première 
variation  de  l'intégrale  précédente  soit  égale  à  zéro.  Pour  la  forme 

f[dx)  ='-2^dxl,o\\  a 

a 

a  a 

et,  par  suite,  A2  (w)  =  o  est  l'équation  différentielle  de  Laplace, 
étendue  à  n  variables.  Les  plus  importantes  des  propriétés  connues 

de  1  équation    >  -r— ^  =  o  reposent  sur  ce  qu  il  existe,  pour  cette 

a 

équation,  une  intégrale,  fonction  de  la  seule  quantité 


yJif,{Uj=^2J^x,-  x'-:^) 


Il  paraît  intéressant  de  rechercher  quelles  conditions  doit  remplir 
une  forme  f{dx)  pour  que  l'équation  aux  différentielles  partielles 
corrrespondante 

A2((v)  =  o 

ait  une  intégrale  qui  soit  fonction  de  la  seule  expression  correspon- 
dante sj^f  l")  ^^  '•  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cela 
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consiste  en  ce  que  l'expression 

âlV 


où  n  désigne,  d'après  (12),  le  déterminant  relatif  au  type  normal 
(f[du)^  soit  fonction  de  la  seule  quantité  ;■.  Cette  condition  étant 
remplie,  on  obtient  l'expression  de  la  fonction  cherchée  w  au  moyen 
de  la  formule 

a 

Dès  que  la  t'orme  f(dx)  appartient  au  gem'e  déformes  caractérisé 
par  l'équation  (aS),  l'équation  précédente  se  simplifie  à  l'aide  de  la 
relation  suivante,  qui  est  une  conséquence  de  (26), 

II' /•"-'  =  A „' m"-'. 
Si,  de  plus,  m  est  une  fonction  de  /■  seulement,  il  vient 

(V  =:  const.  1  ni~<"~'''dr. 

Cette  condition  est  remplie  par  les  formes  pour  lesquelles  la  me- 
sure de  courbure  de  Riemann  a  la  valeur  constante  a,  et  la  valeur 
de  m  est  exprimée  par  l'équation  (35).  On  a  donc,  dans  le  cas  de 
ces  formes,  pour  l'équation  aux  différentielles  partielles  ù^  [w)  =0, 


l'intégrale 


laquelle,  pour  a  convergeant  vers  zéro  et  pour  /z  =  3,  se  change 
dans  la  fonction  potentielle  —  • 

\llfo{u) 

[A  suivre.) 
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SUR  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  ORDINAIRES 
DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.  g.  DÂRBOUXC). 

J'ai  présenté,  en  18^0,  à  l'Académie  des  Sciences,  deux  Notes 
dans  lesquelles  se  trouve  établi  un  théorème  relatif  aux  solutions 
singulières  des  équations  aux  dérivées  ordinaires  du  premier  ordre. 
Dans  ce  nouveau  travail,  je  me  propose  de  compléter  les  résultats 
que  j'ai  déjà  indiqués  et  de  donner  un  théorème  précis,  faisant  con- 
naître dans  quelles  circonstances  une  équation  différentielle  peut 
admettre  une  intégrale  ou  solution  singulière. 

Soit 

(i)  (f{x,  X,  x')  =  ^ 

une  équation  différentielle.  INous  supposerons,  pour  plus  de  simpli- 
cité, que  (p  soit  une  fonction  bien  déterminée,  algébrique,  entière 
et  rationnelle,  si  l'on  veut,  des  variables  x,  j) ,  j'.  La  règle  connue 
qui  conduit  à  la  solution  singulière,  si  elle  existe,  est  alors  d'élimi- 
ner j'  entre  l'équation  (i)  et  la  suivante  (^), 

âo 
(2)  ^-o. 


(')  Ces  recherches  ont  été  présentées  à  la  Société  Philomathique  dans  la  séance  du 
23  novembre  1872.  Voir  l'Institut,  nouvelle  série,  i""^  année;  1873,  n^  6. 

(')  Dans  un  travail  présenté  récemment  à  l'Académie  de  Belgique,  M.  Mansion  a 
critiqué  les  résultats  auxquels  je  suis  arrivé,  et  en  particulier  ce  géomètre  croit  devoir 
faire  remarquer  que  la  règle  précédente  n'est  pas  absolument  exacte,  qu'il  faut  rem- 
placer l'équation  (2)  par  les  suivantes  : 

^'f^-^'-^''-^'^  è?  ("'■''' ■'^') 

r =  0,  ^; =0. 

Mais  ces  dernières  règles  ne  s'appliquent  qu'aux  cas  tout  à  fait  singuliers  où  la  fonc- 
tion Q  contient  des  expressions  mal  déterminées,  radicaux,  etc.  ;  tout  au  plus  si  elles 
peuvent  fournir  la  solution  _/'  =  00  ,  que  ne  donne  pas  l'équation  (2),  et  qu'on  peut 
toujours  écarter  par  un  changement  d'axes  coordonnés.  Les  règles  que  rappelle 
M.  Mansion,  et  qui  sont  données  sous  des  formes  à  peu  près  équivalentes  dans  les 
Cours  de  Calcul  intégral,  ne  trouvent  donc  pas  leur  application  dans  la  question 
actuelle,  et,  d'ailleurs,  elles  n'infirmeraient  pas  nos  raisonnements.  • 

M.  Mansion  ne  paraît  pas  avoir  compris  le   raisonnement   si    simple  que  j'ai  pré- 
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La  proposition  que  j'ai  énoncée  à  ce  sujet  est  la  suivante  :  En 
général,  il  n'y  a  pas  de  solution  singulière,  et  l' élimination  de  y' 
entre  les  équations  (i)  et  (2)  conduit  à  l' équation  d'une  courbe 
représentant,  Jion  pas  l' enveloppe  des  solutions  générales,  mais  le 
lieu  de  leurs  points  de  rebroussement.  Nous  allons  mettre  ce  résul- 
tat en  lumière  et  le  compléter  par  les  considérations  suivantes. 

Une  équation  différentielle  ordinaire  présente  un  double  carac- 
tère, sur  lequel  on  n'insiste  pas,  en  général,  quoiqu'il  nous  paraisse 
d'une  grande  importance.  On  dit  souvent  qu'une  telle  équation  dé- 
finit une  courbe  par  les  propriétés  de  sa  tangente-,  et,  en  eifet,  elle 
fait  connaître  la  direction  de  la  tangente  en  chaque  point  de  la 
courbe.  Mais  il  importe  aussi  de  remarquer  que,  si  l'on  considère  la 
courbe  intégrale  non  comme  lieu  de  points,  mais  comme  enve- 
loppe de  droites,  l'équation  différentielle  définit  une  propriété 
du  point  de  contact.  En  d'autres  termes,  les  courbes  intégrales  qui 
sont  tangentes  à  une  droite  sont  en  nombre  limité,  et  leurs  points  de 
contact  avec  cette  droite  sont  définis  par  l'équation  difiérentielle. 

Soit,  en  effet, 

(3)  j-  =  ax  +  b 

l'équation  d'une  ligne  droite.  Si  elle  doit  être  tangente  à  la  courbe 

sente  au  t.  LXXI  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences.  Je  me  permets  donc 
de  le  reproduire  ici  en  le  précisant. 

Soil  o{x,  x,j')  ^0  l'équation  différentielle  proposée.   Je  dis  qu'en  éliminant^)', 
entre  cette  équation  et  la  suivante, 

^J 

on  n'a  pas,  en  général,  une  solution  singulière.  En  effet,  nous  pouvons  supposer  que 
l'équation  différentielle  contienne  des  coefficients  littéraux.  Soit  a  un  de  ces  coeffi- 
cients. Alors  on  tirera  des  équations  précédentes  j  et  jr'  en  fonction  de  x  et  de  a, 

y=f{x,  a), 

Cela  posé,  si,  en  général,  il  y  avait  une  solution  singulière,  il  faudrait  que  l'on  eût 


f/^x,a)=^ 


:)j-- 


Or,  mettant  à  la  place  de  a  une  fonction  de  x  quelconque  zs{x),  les  valeurs  de  ^' 
et_y'  ne  seront  pas  changées,  et  l'on  devra  avoir  cette  fois 

résultat  incompatible  avec  le  précédent. 
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définie  par  l'équation  différentielle,  on  aura,  pour  le  point  de  con- 
tact, y' =  a^  et,  en  substituant  cette  valeur  de  j'^  dans  l'équa- 
tion (i),  on  obtiendra 

(4)  c^{x,  y,  a)=zo, 

équation  en  termes  finis  d'une  courbe  qui  coupe  la  droite  (3)  aux 
points  de  contact  cherchés. 

Il  suit  de  cette  proposition  que,  si  l'on  prend  les  polaires  récipro- 
ques de  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  l'équation  (i),  ces  polaires 
réciproques  satisfont  aussi  à  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre.  Par  suite,  à  toute  propriété  des  courbes  intégrales,  considé- 
rées comme  lieux  de  points,  correspondra,  par  le  principe  de  dua- 
lité, une  propriété  relative  à  ces  courbes,  considérées  comme  en- 
veloppes de  droites.  Cette  symétrie,  introduite  dans  la  théorie  qui 
nous  occupe,  est  d'un  grand  secours  dans  une  foule  de  questions,  et 
elle  va  nous  permettre,  en  particulier,  d'éclaircir  la  question  des 
solutions  singulières. 

Cherchons  d'abord  les  droites  (3)  pour  lesquelles  deux  des  points 
de  contact  définis  par  les  équations  (3)  et  (4)  viennent  se  con- 
fondre. Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  que  la  droite  (3)  et  la 
courbe  (4)  soient  tangentes,  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  pour  un  des 
points  (x,  y)  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe, 

,  ,  d(D  do 

^{x,r,a)  =  o,     _  +  a-^  =  o. 

En  remplaçant  a  par  y' ^  nous  avons  les  deux  équations 

,^  do       d(^ 

(5)  cp(^,  j,  j')  =  o,     ^  +  ^^.7^0- 

Éliminons j)^'  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  un  certain 
lieu,  défini  par  l'équation 

(6)  TD[x,y)  =  o. 

Pour  chaque  point  de  ce  lieu,  la  droite,  ayant  pour  coefficient  an- 
gulaire la  valeur  de  j'^'  satisfaisant  aux  équations  (5),  sera  telle,  que 
deux  des  points  de  contact  des  courbes  intégrales  avec  elle  seront 
confondus  au  point  (x,  y).  On  peut  donner  une  définition  simple 
du  lieu  représenté  par  l'équation  (6). 

En  effet,  si  l'on  différentie  la  première  des  équations  (5),  on 
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trouve,  en  tenant  compte  de  la  seconde, 

(7)  0-^"  =  ''' 

-r^  n'est  pas  nul,  en  général,  pour  le  point  considéré  5  car  il  n'y  a 

pas  de  raison  pour  que  les  trois  équations 

do  do  ,  do 

soient  satisfaites  par  tous  les  points  d'une  courbe  j  donc  on  a 

Ainsi  le  lieu  représenté  par  l'équation  (6)  est  en  général  celui 
des  points  d' inflexion  des  courbes  intégrales,  et  les  tangentes  en 
ce  point  sont  les  seules  droites  pour  lesquelles  deux  points  de 
contact  viennent  se  réunir  en  un  seul,  qui  est  le  point  d' inflexion. 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  points  considérés  sont,  en  géné- 
ral, des  points  ordinaires  d'inflexion,  'pour  lesquels  j'"  n'est  pas 
nul. 

Cela  posé,  si  nous  transformons,  par  la  méthode  des  polaires  ré- 
ciproques, la  proposition  précédente,  nous  obtenons  le  théorème 
suivant  : 

Les  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  -j-  >  fournies  par 

l équation  différentielle,  deviennent  égales,  sont,  en  général,  des 
points  doubles  de  rebroussenient  de  première   espèce  pour   les 

courbes  intégrales,  et  les  deux  valeurs  égales  de  -~—  définissent 

la  tangente  à  la  courbe  intégrale  au  point  de  rebroussenient. 

Ainsi  se  trouve  justifiée,  sans  l'emploi  des  séries,  la  conclusion  à 
laquelle  nous  étions  arrivé  dans  nos  premières  études.  Et  mainte- 
nant dans  quel  cas  se  présente  la  solution  singulière,  si  elle  existe? 
Il  faut  que  les  trois  équations  (8)  soient  vérifiées  pour  tous  les 
points  d'une  courbe,  ce  qui  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Pour  qa  une  équation  différentielle  admette  une  ou  plusieurs 
solutions  singulières,  il  faut  que  les  deux  lieux  suivants  :  1°  le  lieu 
des  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  y'  deviennent  égales, 
1^  le  lieu  qui,  dans  le  cas  général,  contient  tous  les  points  d'in- 

Uull.  des  Sciences  miithém.  et  astron.,  t.  IV.  (Mars  1873.)  ï  ï 
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flexion  des  courbes  intégj^ales,  coïncident  ou  aient  des  courbes 
partielles  communes .  Si  ces  deux  lieux  ne  coïncident  pas  dans 
toutes  leurs  parties,  les  deux  portions  non  communes  seront,  l'une 
le  lieu  des  points  de  rebroussement  [généralement  de  première 
espèce)  des  courbes  intégrales,  l'autre  le  lieu  des  poiyits  d'in- 
flexion [généralement  points  ordinaires  d'injlexion)  des  courbes 
intégrales. 

Ce  théorème  peut  d'ailleurs  être  rendu  plus  précis  et  démontré 
sans  l'emploi  des  polaires  réciproques.  Nous  allons  en  donner,  sans 
faire  appel  aux  remarques  qui  précèdent,  une  démonstration  directe 
et  élémentaire. 

A  cet  effet,  reprenons  l'équation  différentielle  que  nous  suppose- 
rons toujours,  pour  plus  de  netteté,  algébrique,  entière  et  ration- 
nelle, 

(9)  ^{x,r,r')  =  o. 

Si  elle  admet  une  solution  singulière,  c'est-à-dire  si  les  courbes 
qui  représentent  l'intégrale  générale  ont  une  enveloppe,  on  devra 
avoir,  pour  tous  les  points  de  cette  enveloppe, 

(10)  -7  =  0. 

D'ailleurs,  en  différentiant  l'équation  proposée,  on  pourra  ad- 
joindre à  l'équation  précédente  la  suivante  : 

Ainsi,  ponr  qu'il  y  ait  une  solution  singulière,  il  faut  que  les 
trois  équations  (9),  (10),  (11)  soient  vérifiées  pour  tous  les  points 
d'une  courbe,  ce  qu'on  peut  exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Eliminons  j>^' d'abord  entre  les  équations  (9)  et  (10),  nous  obte- 
nons un  premier  lieu  géométrique  représenté  par  l'équation 


Éliminons  ensuite j'  entre  les  équations  (9)  et  (11),  nous  obte- 
nons un  second  lieu  géométrique  représenté  par  l'équation 

1)1)  =  0. 

Cela  posé,  il  faut  évidemment,  pour  qu'il  y  ait  une  solution  sin- 
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gulière,  que  ces  deux  lieux  aient  une  partie  commune.  Si  cette  con- 
dition n'est  pas  remplie,  il  n'y  aura  pas  de  solution  singulière. 

Supposons,  au  contraire,  que  les  deux  lieux  aient  une  partie  com- 
mune, représentée  par  l'équation 

(12)  CJ(^,J)  =  0, 

et  satisfnisajit  aux  conditions  suivantes.  Pour  chaque  point  de  ce 
lieu  partiel  (a:,j>"),  les  trois  équations, (9),  (10),  (ii),  considérées 
comme  étant  à  une  seule  inconnue^',  ont  une  ou  plusieurs  racines  j' 
communes.  Soient  j'  =  m  une  de  ces  racines  5  alors,  pour  tout  point 
du  lieu  (12),  on  peut  déterminer  une  quantité  m  satisfaisant  aux 
trois  équations 

/   -3  \       /  >  '^       /  X  do        do 

(i3)    <^{x,y',m)  =  o,     —c^{^x,y,m)  =  o,     ^  +  ^  m  =  o. 

Cela  posé,  pour  avoir  la  tangente  en  un  point  du  lieu  (12^,  diiîe- 
rentions  la  première  de  ces  équations.  jNous  aurons 

ôo        do     ,        ôo  dm 

Ox       ôy"^    ~^  Oni  dx         ' 

ôo  -, 

et,  par  suite,  comme  —^  est  nul, 
'^  '  dm  ' 

do       J9    ^, 

dx       dy^^ 

En  comparant  cette  équation  à  la  dernière  des  formules  (i3),  on 
en  déduit 

{4)  ^(m-j')  =  o. 

Supposons  que  —  ne  soit  pas  nul.  Alors 

et,  par  suite,  substituant  cette  valeur  de  m  dans  la  première  des 
équations  (i3). 

Le  lieu  représenté  par  l'équation  (12)  satisfait  donc  à  l'équation 
différentielle,  et  nous  obtenons  la  proposition  suivante  : 

Pour  qu'il  y  ait  une  solution  singulière.^  il  faut  que  les  trois 

1 1. 
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équations 


do  do        d 


o 


9  =  0,      ^  =  0,      -^  +  -y=o 

soient  satisfaites  en  tous  les  points  d'une  courbe  (A),  c'est-à-diie 
que,  pour  chaque  point  de  cette  courbe,  elles  donnent  une  même 
valeur  de  y' .  Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  y  aura  toujours 
une  solution  singulière  représentée  par  la  courbe  (A),  à  moins 
que,  en  chaque  point  de  cette  courbe,  la  valeur  de  y' ,  qui  satisfait 
à  ces  équations,  îie  satisfasse  identiquement  à  la  suivante, 

do 
dy 

qui,  jointe  aux  trois  précédentes,  donne  aussi 

do  

dx 

Pour  être  précis  autant  que  possible,  dans  une  théorie  aussi  dif- 
ficile, j'ajouterai  que  le  tliéorème  précédent  laisse  de  côté  :  1°  les 
intégrales  singulières  correspondant  à  j  '  =  00  ,  et  qui  se  compo- 
sent de  droites  parallèles  à  l'axe  des  >'  :  on  les  obtiendra  soit  par 
une  reclierclie  directe,  soit  en  changeant  la  direction  des  axes,  soit 
en  changeant  j^  en  x,  et  x  en  y  \  2°  les  intégrales  singulières,  lieux 
des  points  de  rebrousseuient  des  courbes  intégrales  générales,  et 
admettant  pour  tangente,  en  chaque  point  M  de  rebroussement  d'une 
courbe  intégrale  (C),  la  tangente  à  cette  courbe  en  son  point  de 
rebroussement.  En  effet,  si  cette  singularité  se  présente,  on  a 
y"  =  00  ,  et,  par  suite,  des  deux  équations 

9(^,r,r')  =  o,     ^  =  o> 
on  peut  bien  conclure  l'équation 

do        do     ,         do      ,, 

^-^dj-^'  -^dy''  =="' 

mais,  le  dernier  terme  se  présentant  sous  la  forme  o  X  ^  ,  on  n'a 
plus  le  droit  d'écrire 


do       do 
ro.nmc  nous  l'avons  lait  dans  nos  raisonnements. 


dx       dr  "^ 
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En  résumé,  si  l'on  veut  acquérir  le  plus  de  notions  possible  sur 
les  courbes  intégrales  en  employant  seulement  l'équation  différen- 
tielle, on  pourra  procéder  de  la  manière  suivante  (')  : 

1°  On  cherchera  le  lieu  {il>),  résultat  de  l'élimination  dej'  entre 
les  deux  équations 

âo 

Soit  ^l,  =  o  l'équation  de  ce  lieu. 

2°  On  cherchera  le  lieu  {^S^)^,  résultant  de  l'élimination  de  r  entre 
les  deux  équations 

do        do     , 

Soit  ift,  =  o  l'équation  de  ce  lieu. 

Si  les  deux  courbes  (^l,)  et  (ift,)  n'ont  aucune  partie  commune,  il 
n'y  a  pas  de  solution  singulière  ;  la  première  contient  les  points  de 
rebroussement,  généralement  de  première  espèce,  des  courbes  inté- 
grales; la  seconde  les  points  d'inflexion. 

Si  les  deux  courbes  (  <„V,  )  et  (  ofî,  )  ont  une  ou  plusieurs  courbes 
partielles  communes  (C),  (C'},...,  soit 

.l3  =  AC-C"''C"^"..., 
ift,  =  BC?C'?'C"?"...; 

alors  les  lieux  (A)  et  (B)  contiendront  encore  respectivement  les 
points  d'inflexion  et  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  ;  mais 
les  équations 

C  =r  o,     C'=:  o, . .  . 

ne  donneront  pas  encore  nécessairement  des  solutions  singulières. 


(')  Pour  la  recherche  des  solutions  singulières,  on  pourrait  se  borner  à  l'énoncé 
que  voici  : 

Pour  qu'il  y  ait  une  solution  singulière,  il  faut  qu'en  tous  les  points  d'une  courbe 
les  trois  équations 

5=0,       — -;=0,       -I.+--j'-o 

soient  vérifiées  par  une  même  valeur  àej'.  Cette  condition  est  suffisante,  si  la  valeur 
de  ^  n  annule  pas  — ^  ou  -r^»  Sinon  il  faudra  vérifier  directement  si  la  courbe  donnée 
par  la  règle  précédente  satisfait  à  l'équation  différentielle. 
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En  effet  :  i"  pour  tous  les  points  d'une  courbe  (G),  les  deux  équa- 
tions en  y' 

^  =  °'     ^  =  °' 

et  aussi 

ào        do     , 
'^  =  "'      ^-^^^'=° 

sont  bien  satisfaites  par  une  même  valeur  de  j)  '.  Mais  la  valeur  de  y\ 
racine  commune  aux  deux  premières,  peut  fort  bien  ne  pas  être  la 
racine  commune  aux  deux  autres,  et  la  condition  pour  que  G  =  o 
donne  une  solution  singulière,  c'est  que  les  trois  équations  enj  ', 

,  i-,  âo  do        do     , 

(■5)  ?  =  o,     ^=0,     ^^  +  p-'  =  o 

soient  satisfaites,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (G),  par  une 
même  'valeur  de  j' . 

2°  En  admettant  même  que  les  trois  équations  (i5)  soient  satis- 
faites par  une  même  valeur  de  j)  ',  il  faudra  encore  s'assurer  que 
cette  valeur  de  ■)  '  ne  vérifie  pas  identiquement  l'une  des  équations 

do  do 

et,  si  ces  équations  ne  sont  pas  vérifiées,  on  sera  sûr  que  (G)  est  une 
solution  singulière. 

Si,  au  contraire,  ces  équations  sont  vérifiées,  le  procédé  le  plus 
direct  pour  résoudre  la  question  consiste  à  examiner  si  la  courbe 
(G)  satisfait  à  l'équation  différentielle  proposée. 

Ajoutons  encore,  pour  compléter  ce  résumé,  qu'il  est  indispen- 
sable de  tenir  compte  des  deux  cas  d'exception  signalés  à  la  fin  de 
l'article  précédent. 

On  voit  qu'il  existe  encore  bien  des  points  à  examiner.  Gertaines 
intégrales  particulières,  en  nombre  limité,  se  distingueront  des 
autres,  soit  par  un  point  de  rebroussenient,  soit  par  un  point  d'in- 
llexion  d'espèce  plus  compliquée.  D'autres,  en  nombre  limité,  pour- 
ront n'avoir  ni  point  d'inflexion  ni  point  de  rebroussement  ;  mais 
ce  sera  l'objet  d'un  travail  plus  étendu  que  ce  simple  résumé. 

En  terminant,  nous  devons  nous  demander  quelle  a  été  l'origine 
de  l'erreur  qui  a  duré  si  longtemps  dans  la  tbéorie  des  solutions 
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singulières;  Cette  erreur  tient  à  une  confusion,  que  presque  tous  les 
géomclres  ont  laissé  s'établir  dans  toute  cette  question. 

Comme  on  forme  les  équations  dillérentielles  par  l'élimination 
de  constantes;  entre  une  équation  finie  et  ses  dérivées,  les  auteurs 
ont  supposé,  à  tort  selon  nous,  qu'étant  donnée,  par  exemple,  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  cette  équation  admet  tou- 
jours une  intégrale  du  premier  ordre,  définie  par  la  formule 

(9)  /(^,  r»c)=:0, 

où  f  est  une  fonction  qui,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  possède 
les  propriétés  qu'on  reconnaît  généralement  aux  fonctions  étudiées 
dans  l'Analyse.  Cette  fonction  pétait  pour  eux  plus  ou  moins  diffi- 
cile à  trouver  5  mais  dans  leur  esprit  elle  existait  toujours.  Or  c'est 
là  précisément  le  point  contestable,  et  les  recherches  nouvelles  sur 
la  théorie  des  fonctions  nous  paraissent  devoir  changer  cette  ma- 
nière de  voir  (^). 

Il  est  bien  clair  que,  si  une  équation  diflérentielle  est  intégrable 
par  une  équation  de  la  forme  (9),  il  y  a,  en  général,  une  solution 
singulière,  qui  est  l'enveloppe  de  toutes  les  courbes  représentées  par 
l'équation  (9).  Ainsi,  si  l'équation  différentielle  est  intégrable  dans 
le  sens  qu'on  donne  à  ce  mot  en  Analyse,  c'est-à-dire  en  égalant  à 
zéro  une  fonction  f  finie  et  continue  de  a:,  y^  c,  la  solution  singu- 
lière est  le  cas  général,  et  alors  sa  recherche  dépend,  à  proprement 
parler,  de  la  théorie  des  enveloppes. 

Mais  comme  rien  ne  démontre  qu'une  équation  différentielle  ad- 
mette, en  général,  une  intégrale  de  la  forme  (9),  on  voit  qu'on 
devra  séparer  cette  théorie  en  deux  parties  bien  distinctes  : 

L'une,  du  ressort  du  Calcul  différentiel,  et  dans  laquelle  on  exa- 
mine les  équations  différentielles  formées  par  l'élimination  des  con- 
stantes 5 

L'autre,  appartenant  au  Calcul  intégral,  et  où,  ne  supposant  rien 
sur  l'origine  de  l'équation  différentielle,  on  est  obligé  de  se  tenir 
dans  les  hypothèses  générales  et  de  ne  pas  supposer  l'existence 


(')  Les  seules  recherches  rigoureuses  sur  l'existence  des  intégrales,  celles  de  Cauchy 
et  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  établissent  bien  qu'il  y  a  une  infinité  d'intégrales  géné- 
rales ;  mais  on  remarquera  qu'elles  ne  démontrent  pas  que  ces  intégrales  satisfassent 
à  une  équation  de  la  forme  (9),  où /possède  les  propriétés  nécessaires  pour  qu'on  ait 
le  droit  d'appliquer  les  principes  de  la  théorie  des  enveloppes. 
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d'une  intégrale  de  la  forme  (9).  C'est  à  ce  dernier  cas  que  se  rap- 
portent nos  remarques. 

La  distinction  que  nous  proposons  en  dernier  lieu  nous  est  d'ail- 
leurs commune  avec  plusieurs  géomètres;  elle  a  été  proposée  aussi 
par  M.  Clebsclî,  dans  une  Note  des  NachrichteTi  de  Goettingue. 

APPLICATIONS. 

Premier  exemple,  emprunté  au  Cours  du  Calcul  différentiel 
et  intégral  de  M.  Serret,  t.  II,  p.  383  : 

y—  IX)'  —y'- =  0. 

L'intégrale  générale  est 

(3^/  +  ix^+  C)'  —  4(j+  x^Y=  o. 
On  a  ici 

Xz=y-\-  x\     ift,  —  y. 

11  n'y  a  pas  de  solution  singulière.  La  courbe 

y  -h  X-  =  o 

contient  les  points  de  rebroussement.  Le  lieu  j)  =:=  o  correspond 
à  une  solution  particulière,  l'axe  des  x.  Pour  cette  solution,  tous 
les  points  de  l'axe  des  x  sont  bien  des  points  d'inflexion.  Cet  exemple 
est  pleinement  d'accord  avec  la  théorie  générale  (^). 

Deuxième  exemple,  emprunté  au  même  Ouvrage,  t.  Il,  p.  397  : 

x' 


-^  =  o. 
ib 


j'^-f-  Ix-^  '^)r'  —  {ï  +  x')y 

On  a 

o^e'  =  {i  -{-  x^)  {i6y  -+-  x''  4-  4-^^)> 

'\S\)  =  x{\Ç>y-\-  3 x' )  ( 1 6j' -7- ^^  +  4-^')- 

(')  Quand  nous  disons  que  la  courbe  (  IJI5  )  ou  une  portion  de  cette  courbe  contient 
les  points  d'inflexion  des  courbes  intégrales,  nous  n'entendons  pas  par  là  évidemment 
que  toutes  les  courbes  intégrales  passant  en  un  point  M  de  ce  lieu  y  aient  un  point 
d'inflexion  :  c'est  seulement  la  courbe  ou  les  courbes  correspondant  aux  valeurs  de 
y',  racines  communes  des  équations 

qui  ont  au  point  M  une  inflexion.  C'est  ainsi  que,  si  une  courbe  (C)  appartient  aux 
lieux  LUs)  et  (l)l)),  elle  peut  être  à  la  fois  lieu  de  points  d'inflexion  pour  certaines 
intégrales  et  de  points  de  rebroussement  pour  d'autres,  sans  donner  une  solution  sin- 
gulière. 
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Le  facteur  commun  à  alo  et  à  ift)  satisfait  à  toutes  les  conditions 
que  nous  avons  posées.  H  y  a  donc  ici  une  solution  singulière  don- 
née par  l'équation 

16/  -i-  a:*  -h  ^x-  =  o. 
L'équation 

x{i6f  H-  3^')  =  o 

représente  bien  le  lieu  des  points  d'inflexion  des  courbes  intégrales, 
comme  on  s'en  assurera  à  l'inspection  de  l'équation  intégrale 

\/i6f-\-^x^-\-  X*  —  X  \j  i  -h  x^  —  log(^  H-  y/i  -+-  x^)  =  H. 

Troisième  exemple,  emprunté  au  Compendium  der  hoheren 
Analysis  de  M.  Sclilomilch,  3^  éd.,  t.  I,  p.  009  : 


Nous  trouvons 


L'équation 


y'^  y' 


y''  —  ^a^x'^ 


donne  bien  une  solution  singulière. 

Quatrième  exemple,  emprunté  à  l'Ouvrage  de  Boole  :  A  Trea- 
lise  on  differential  Equations,  1872,  p.  169  : 

y"-  ix  sjy y'  +  4j sj}'  =  o, 
ou 

y'^  —  4j* (  ^X'  —  ^/)'  ^^  ^' 
On  a  ici 

A,=y'{x^-i6x), 
ofî)  =y^  [x*  —  i^y), 

et  l'on  reconnaît  facilement  que  le  facteur  x^  —  i6y  satisfait  aux 
conditions  que  nous  avons  posées  :  il  donne,  par  conséquent,  une 
solution  singulière  5  mais  prenons  le  second  et  faisons 

y  =z  o. 
On  déduit  de  cette  équation 

y'=o. 

L'hypothèse j"  =  o  satisfait  donc  à  l'équation  diiférentielle.  Cette 
solution  est  d'ailleurs  comprise  dans  l'intégrale  générale 

y^C'{x  —  c)-. 
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Cinquième  exemple.  — Équation  d'Eviler  : 

où 

X.  =  a  -^  bx  ->r-  cx^  -+-  dx*  +  ex'% 

Y  ==:  fl  -f-  6j"  4-  cf'^  -+-  dy*  H-  e>**. 
On  a  ici 

a  =  XY, 

'ift,  =  Y(XY'^-YX'^j. 

K^ous  ne  trouvons  ici  que  la  solution  singulière 

Y  =  o, 

et  nous  oublions,  comme  cela  a  été  j)révu  dans  la  théorie,  la  solution 
singulière 

X  =  o, 

qui  correspond  à  une  droite  ou  à  des  droites  parallèles  à  l'axe 
des  j.  On  sait  que  l'intégrale  générale  se  compose  de  courbes  du 
quatrième  ordre,  à  deux  points  doubles,  tangentes  aux  huit  droites 
données  par  l'équation 

XY  =  o. 

Sixième  exemple,  emprunté  au  Cours  de  Calcul  infinitésimal 
de  M.  Hoùel,  seconde  Partie,  p.  62  : 

o  =  {xf'  — tY —  '2Xf{  1  H-/'^). 
Cette  équation  nous  offre,  comme  on  va  le  voir,  une  confirma- 
tion très-remarquable  de  notre  proposition.  On  a 

fHo  =  xy  (  j  —  X  y,     1P0  =  2.xf  {y  —  xy. 

On  verra  facilement  que  la  solution  singulière  est  donnée  par 
l'équation 

xx=o. 

Quant  au  facteur  (j  —  x)^,  il  doit  être  éliminé 5  car  les  équations 
^  =  2{xy  —  y)r'-2j-{i  +  /=)  =  2:c  {  - /  -  i)  =  o, 

^,  =  2  (r  —  ^j')  -  2^(  I  -J-/^)  =  -  2x/(/ -4- I  )  =  o, 
—  =r  7.{xy  —  y)  X  —  ^Xyf  =  —  2rr  (l  -hf)  =  o, 

O  =  —  :r-  {}•'  +  I  )-  =  o 
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sont  vérifiées  pour  la  même  valeur  de  ;)'^  —  i.  Il  y  a  donc  doute 
d'après  la  théorie;  mais,  la  valeur  j)'  =  —  i  n'étant  pas  la  dérivée  de 
y  =  X,  le  facteur  [x  — jY  doit  être  rejeté. 

Septième  exemple.  —  Equation  de  Clairaut  : 

En  posant  j'  • —  xj  'z=  a,  on  a  identiquement 

dY        f'ôF  \       dV 


Oy       \àr' J       Ou 
dF      ÔF    , 

Il  y  aura  donc  une  solution  singulière  qu'on  obtiendra  en  élimi- 
nant >'  entre  les  deux  équations 

dF  dF 

à)-'  Ou 

Huitième  exemple  (^Calcul  intégralàclsl.  rabbéMoigno,p.  ^Qi)  '. 

1  xy' {i -\- y"')  —  [xy' -\-  tY  =  o. 

On  a 

6,1,  =  xy{x  — fY, 

oft,  =  xr{  x^  -h  >■' )  {x  —  r ) '• 

La  discussion  du  facteur  x  —  y  se  fait  comme  dans  le  sixième 
exemple,  mais  la  conclusion  est  autre.  On  a  ici 

-^  =  '2x(i-hy")  —  nixf-hy)  =  2xy'{y—i), 
do 

o  z=  X-[  I  —  )'')'. 

L'hypothèse  ;^^=:  i  annule  tous  les  premiers  membres  ;  mais,  comme 
elle  est  la  conséquence  de  l'équation 

X  —  J)'  =  o, 

le  facteur  [x  —  7)  vérifie  ici  l'équation  difTérentielle  quand  on 
l'égale  à  zéro.  Cette  conclusion  est  différente  de  celle  de  l'exemple 
sixième  relative  à  un  cas  douteux  du  même  genre. 
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Neuvième  exemple.  —  Equation  diiïérenlielle  des  cercles  dou- 
blement tangents  à  l'ellipse  et  ayant  leur  centre  sur  l'axe  des  x  : 

9(/ )  =  ^^ -f- J^ -  2^(X  +  j/ ) -i- ^Jx  +  j/)'-4-  K  =  G. 

On  obtient 

A>=y'^[X'-\'X^{i  —  m')  +  K], 

ni,  =  cp(y/ir7)cp(—  yZrr)[j2_^  ^2(i  _  m^)  +  k]. 

La  solution  singulière  est  donnée  par  l'équation 

^'(i  — /?i') -+-/'-+- K  =  o.    ' 

Dixième  exemple.  —  Equation  différentielle  des  cercles  repré- 
sentés par  l'équation 

x^-\-  y'' —  lax  —  2(3j'  +  K  =  o, 

où  a  et  j3  sont  liés  par  la  relation 

m  a'  -f-  7t  j3-  =  I . 
Cette  équation  est 

^  (t^  —  ^  ^yy'  —  ^^  ■-!-  K  )^ 

+  n(^y  —  2^j— jy-hK/)'—  {y—xy'f  =  <i^[x,y',y''). 

On  a  ici 

,,1,  =:  [x' -\-  y'-  —  K  )'  [  /?j  71  (  X-  +  /-■  -h  K  )  ■  —  m  x""—  ny^]. 

Le  second  facteur  correspond  à  l'enveloppe  des  cercles.  Exami- 
nons le  premier.  En  substituant  dans  chacun  des  deux  premiers 
carrés  qui  figurent  dans  a-,  soit  la  valeur  de  j^,  soit  celle  de  x*  tirée 

de  l'équation 

x^  -{-  y'^—  K  =  o, 

on  a 

^my'  {y  ~  xy'Y  ^  ^nx'[xy'  —  yY  —  {y  —  xy'Y  =  o  : 

donc  la  valeur  de  j'  correspondant  à  ce  facteur  est 

cela  suffit  pour  montrer  qu'il  ne  donne  pas  une  solution  singulière-, 
car  on  devrait  avoir,  pour  tous  les  points  du  cercle, 

x'-^y'=:K, 

^  -^  rr'  =  o- 
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Ce  résultat  est  conforme  à  notre  proposition;  car  la  valeur  de  r', 
annulant  les  trois  carrés  de  9,  vérifie  les  équations 

do  do  do 

di=^'  j7-=°'  ôp=-'^'  ^  =  «' 

et,  par  conséquent,  la  théorie  générale  ne  nous  indique  pas  le  fac- 
teur x'^  -\-  j^  —  K  comme  devant  nécessairement  donner  une  solu- 
tion'singulière.  Ce  facteur  figurerait  d'ailleurs  dans  ilb,  que  nous 
n'avons  pas  pris  la  peine  de  calculer,  et  qui  sera  de  la  forme 

olb  =  9  (  X,  j,  v'—  \)  o{x,  y,  —  y/—  I  j  (  :r'  4-  r'  —  K  )' 

Remarque.  —  Les  exemples  précédents,  choisis  sans  parti  pris 
ou  formés  directement,  sont  bien  d'accord,  on  le  voit,  avec  la  pro- 
position générale  que  nous  avons  développée,  et  cela  suffit  au  but 
que  nous  nous  proposions.  Cependant  on  pourrait  demander  d'ex- 
pliquer dans  chacun  d'eux  la  présence  des  diilérents  facteurs  qui 
figurent  dans  les  expressions  que  nous  avons  désignées  par  JU 
et  1)1).  La  remarque  générale  suivante,  déjà  faite,  dans  un  cas  par- 
ticulier, par  ]\L  Catalan  (^),  explique  d'une  manière  assez  nette 
comment,  même  dans  le  cas  où  il  y  a  une  solution  singulière,  le  ré- 
sultat Jl)  de  l'élimination  de  7'  entre  les  deux  équations 

ôo' 
9  =  0,      -^,  =  0 

doit  contenir  généralement  des  facteurs  étrangers  à  cette  solution. 
Supposons,  en  elfet,  que  l'équation  différentielle  proposée  ad- 
mette pour   intégrales   des  courbes  algébriques  représentées  par 
l'équation 

(16)  f{x,y,l)  =  o, 

et,  par  conséquent,  plaçons-nous  dans  le  cas  où  il  doit  y  avoir,  en 
général,  une  enveloppe.  Ou  peut  obtenir  cette  courbe,  soit  en  éli- 
minant ?.  entre  l'équation  précédente  et  la  suivante, 

(.7)  55  =  0, 

(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXI,  1870,  p.  5o. 
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soit  en  éliminant  j-'  entre  l'équation  différentielle  des  courbes  (16), 

(18)  (f{x,  y',x')=  o, 

et  l'équation 

(■9)  5p  =  o. 

Soit  <Ao  le  résultat  de  l'élimination  dey'  entre  ces  deux  dernières 
équations,  et  soit  A  le  résultat  de  l'élimination  de  1  entre  les  deux 
équations  (16)  et  (17),  11  est  clair  que  X  doit  contenir  le  facteur  A-, 
mais  je  dis  qu'il  contient  en  outre,  en  général,  un  autre  facteur  C, 
qui  ne  correspond  pas  à  une  solution  singulière,  et  dont  on  peut 
donner  la  définition  géométrique. 

En  effet,  en  éliminant  j'  entre  les  deux  équations  (i8),  (19),  on 
obtient  le  lieu  des  points  pour  lesquels  deux  valeurs  de  y'  sont 
égales.  Cette  condition  est  évidemment  remplie  pour  les  points  de 
contact  de  chaque  courbe  avec  son  enveloppe;  mais  elle  l'est  aussi 
évidemment  pour  les  points  où  deux  courbes  distinctes  viennent  se 
toucher,  sans  être,  en  tout  leur  parcours,  à  une  distance  infiniment 
petite  l'une  de  l'autre.  Considérons,  par  exemple,  les  cercles  dou- 
blement tangents  à  une  ellipse  et  ayant  leur  centre  sur  son  grand 
axe  [neuvib)nc  exemple).  Par  tout  point  du  plan,  non  situé  sur 
l'ellipse,  il  passera  deux  de  ces  cercles,  se  coupant  sous  un  angle 
fini,  en  général  5  mais,  si  le  point  est  pris  sur  le  grand  axe  même  de 
la  conique,  les  deux  cercles  seront  tangents  l'un  à  l'autre;  les  deux 
valeurs  de  j^',  fournies  en  ce  point  par  l'équation  différentielle,  de- 
vront donc  être  égales,  et  le  facteur  j  devra,  par  conséquent, 
figurer  dans  JU. 

Ainsi,  même  quand  il  y  a  une  intégrale  générale  algébrique,  l'ex- 
pression que  nous  avons  désignée  par  X  doit  contenir,  en  même 
temps  que  le  facteur  correspondant  à  la  solution  singulière,  un 
autre  facteur  B,  qui,  égalé  à  zéro,  donne  le  lieu  des  points  où  les 
courbes  intégrales  se  touchent.  J'ajoute  c[ue  ce  facteur  B,  égalé  à 
zéro,  vérifiera  les  équations 

,     .  do  do        do     , 

(21)  9  =  0^     ~Y^,=^y     -r-  +  T^r  =0. 

'  '  Of'  ôx       Oy^ 

En  effet,  par  la  manière  même  dont  on  l'a  formé,  il  doit  vérifier 
les  deux  premières.  De  plus,  pour  l'une  des  courbes  intégrales  pas- 
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sant  au  point  (a:,  j),  on  a 

do        d'jf     ,        ^9     „  _ 

et,  si  nous  supposons  que  j''  ne  soit  pas  infini,  ce  qui  est  le  cas  gé- 
néral, nous  voyons  que  l'équation  deviendra 

f)o        do     , 

Ox        ày  "^ 

Ainsi,  pour  le  facteur  B,  les -trois  équations  (21)  seront  vérifiées 
par  une  même  valeur  de  y'^  et,  comme  ces  facteurs  ne  donnent 
pas  de  solution  singulière,  on  devra  avoir,  d'après  notre  théorie, 

âo  do 

^=°'      d>-  =  "' 

par  conséquent,  la  méthode  précédente,  appliquée  à  ces  facteurs, 
exigera  une  vérification  directe  qui  conduira  à  les  rejeter.  C'est  ce 
qui  a  lieu  dans  les  deux  derniers  exemples  donnés. 

J'ajoute  une  remarque  essentielle,  relative  au  facteur  B  :  ilsjîgu- 
re?'ont,  élevés  au  carré,  dans  A^.  En  effet,  pour  former  Jlo,  on  peut 
procéder  de  la  manière  suivante. 
•  Soit 

l'équation  des  intégrales  générales,  et  soient  ^1,  ).2,.  .  .,  A,„  les  va- 
leurs de  1  satisfaisant  pour  un  point  donné  à  cette  équation.  Soient 
j', ,...,  j ,' j  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  courbes 
passant  en  ce  point.  On  a 

à 


Xi 
par  suite. 


—f{x,y,lj)         -^f{x,y,li) 
ce  qu'on  peut  écrire,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  X,  —  ^,, 

r'i  —  j'  =  ( ^<-  —  >^y )  ^  ( x>  r>  "^h  ^; ), 

v|>  étant  un<î  fonction  symétrique  et  rationnelle  de  ^;,  )/  :  donc  le 
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discriminant  X  de  l'équation  enj ',  qui  est  le  produit  des  quantités 
(j/— J/)%  »era  égal  à 

n(>.,-X;)-<n^'(X,,  ?,■), 

c'est-à-dire  au  discriminant  A  de  l'équation  en  A,  multiplié  par  un 
carré  parfait 

X  =  AO. 

Ce  résultat  se  vérifie  facilenaent  sur  les  courbes  représentées  par 

l'équation 

M  +  NX  +  PA'  =  o, 

où  M,  N,  P  sont  des  fonctions  de  .r,  j) ,  et  qui  est  un  peu  plus  gé- 
nérale que  celle  de  M.  Catalan.  On  trouve 


X  =  (N'-4MP) 


MNP 

m    àN    r;p 

âx  dx  àx 
^M  ^  ^ 
ôf      dy      ôy 
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Cet  Ouvrage  nous  paraît  d£  nature  à  rendre  de  réels  services  aux 
professeurs  de  Mathématiques  spéciales,  et  en  général  à  toutes  les 
personnes  qui  ont  à  enseigner  la  Géométrie  analytique  et  les  mé- 
thodes de  construction  des  courbes.  L'auteur  donne  un  exposé 
élémentaire  des  différentes  règles  qu'il  faut  suivre  pour  étudier 
les  points  singuliers  et  remarquables,  pour  déterminer  les  asym- 
ptotes rectilignes  et  curvilignes,  ainsi  que  la  forme  générale  de  la 
courbe.  Chaque  Chapitre  est  accompagné  d'assez  nombreux  exer- 
cices, en  général  très-bien  choisis.  Voici  d'ailleurs  un  résumé  des 
matières  traitées  dans  les  différents  Chapitres. 

Chapitre  P"".  —  Théorèmes  préliminaires,  définitions,  tracé  par 
points,  symétrie.  On  sait  que  les  définitions  relatives  aux  points 
singuliers  présentent  de  regrettables  incertitudes  :  par  exemple,  en 
nous  bornant  aux  courbes  algébriques,  un  point  d'inflexion  est 
celui  où  la  tangente  coupe  la  courbe  en  trois  points  consécutifs, 
et  dans  ce  cas  la  tangente  traverse  la  courbe,  ce  qui  est  bien  con- 
forme à  la  définition  générale  du  point  d'inflexion  (point  où  la  con- 
cavité se  change  en  convexité) .  Mais  comment  appeler  les  points 
où  la  tangente  a  avec  la  courbe  un  contact  d'ordre  impair  quelconque, 
et  laisse  par  conséquent  celle-ci  d'un  même  côté  ?  Peut-être  convien- 
drait-il de  réserver  à  ces  points  la  dénomination  de  points  de  ser- 
pentement,  due  à  Cramer.  En  tous  cas,  la  question  n'est  pas  réglée. 
De  même  pour  les  points  de  rebroussement.  L'auteur  propose  d'ap- 
peler point  d'osculation  celui  pour  lequel  les  deux  branches  de  la 
courbe  qui  viennent  se  toucher  se  prolongent  toutes  les  deux,  et  il 
réserve  le  nom  de  point  de  rebroussement  (cusp)  aux  points  où 
deux  branches  viennent  se  terminer  en  devenant  tangentes  l'une  à 
l'autre. 

Chapitre  II.  —  Ordre  des  quantités  infiniment  petites,  forme 
des  courbes  paraboliques  dans  le  voisinage  de  l'origine.  Rebrousse- 
ment, tangente,  courbure. 

Bull,  des  Sciences  machém.  et  astron.,  t.  IV.  (Avril  1873.)  12 
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Chapitre  III.  —  Forme  des  courbes  paraboliques  à  l'infini-, 
exemples,  courbes  trigonométriques,  règles  d'approximation. 

Chapitre  IV.  —  Forme  des  courbes  dans  le  voisinage  de  l'origine, 
tangentes  simples  ;  direction  et  valeur  de  la  courbure  ^  points  mul- 
tiples 5  courbures  des  branches  aux  points  multiples  5  points  multi- 
ples d'ordre  supérieur. 

Chapitre  V.  —  Forme  des  branches  dont  les  tangentes  à  l'ori- 
gine sont  les  axes  coordonnés. 

Chapitre  VI.  —  Asymptotes 5  points  d'intersection  à  l'infini; 
asymptotes  parallèles  aux  axes. 

Chapitre  VII.  —  Asymptotes  non  parallèles  aux  axes;  asym- 
ptotes des  courbes  homogènes.  L'auteur  appelle  courbes  homogènes 
celles  qu'on  obtient  en  égalant  une  fonction  homogène  à  une  con- 
stante. 

Chapitre  VIII.  —  Asymptotes  curvilignes. 

Chapitre  IX.  —  Du  triangle  analytique  et  de  ses  propriétés. 
C'est  dans  ce  Chapitre  que  l'auteur  expose,  sans  toutefois  lui 
donner  la  place  et  l'importance  qu'elle  mérite,  la  célèbre  règle 
connue  sous  le  nom  de  parallélogramme  de  Newton,  et  qui  forme 
la  base  de  l'excellent  Ouvrage  de  Cramer  :  Introduction  à  l  .Analyse 
des  courbes  planes,  lue  triangle  de  De  Gua,  auquel  M.  Frost  donne 
la  préférence,  ne  nous  paraît  pas  valoir  la  peine  qu'on  le  distingue 
du  parallélogramme  de  Newton. 

Chapitre  X.  — Points  singuliers;  division  en  compartiments; 
courbes  spéciales  du  quatrième  degré.  Dans  ce  Chapitre,  l'auteur 
expose  une  méthode  bien  connue  des  professeurs  français,  et  qui 
peut  rendre  de  grands  services  pour  la  construction  des  courbes, 
quand  les  autres  sont  impuissantes.  Supposons,  par  exemple,  que 

A  =  B 

soit  l'équation  d'une  courbe.  Il  n'y  aura  des  points  de  ce  lieu  que 
dans  les  régions  du  plan  pour  lesquelles  A  et  B  seront  de  même 
signe.  Si  donc  on  peut  construire  les  courbes 

A  =  o,     B  =:  o, 

et  qu'elles  découpent  le  plan  en  un  certain  nombre  de  régions  ou 
compartiments,  il  y  aura  un  certain  nombre  de  ces  régions  où  A  et 
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B  seront  de  signes  contraires,  et  où,  par  conséquent,  la  courbe  à 
construire  ne  devra  pas  pénétrer. 

L'auteur  construit,  en  particulier,  des  courbes  très-remarquables 
€t  réellement  compliquées  du  quatrième  ordre. 

Chapitre  XL  —  Tracé  systématique  des  courbes  5  courbes  pério- 
diques. 

Chapitre  XIL  —  Méthode  inverse  5  déterminer  l'équation  d'une 
courbe  satisfaisant  à  des  conditions  données. 

Dix-sept  planches  sont  intercalées,  comme  on  le  faisait  au  siècle 
dernier,  dans  les  différentes  parties  du  Livre.  Cela  vaut  mieux  que 
si  on  les  avait  toutes  rejetées  à  la  fin,  selon  l'habitude  actuelle. 
Ajoutons  que  l'auteur  fait  usage  des  méthodes  les  plus  élémentaires 
et  du  système  de  coordonnées  cartésiennes,  sans  se  servir  en  aucune 
manière  du  Calcul  infinitésimal. 


KOPKA  (C),  praktischer  Ingénieur  und  Director  der  technischen  Lehr-Anstalt 
fur  Bau-  und  Maschinen -  Wesen  zu  Goslar.  —  Formel -Sammlung  aus  der 

HEINEN  MaTHEMATIK  UND   AUS   DEX  MECHANISCHEX  WlSSENSCHAFTEN,  flir  prak- 

tische  Baugewerk-  und  Maschinen-Meister,  sowie  fiir  Studirende  technischer 
Lehr-Anslalten.  Mit  5oo  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  —  Leipzig, 
Cari  Scholtze,  1873.  —  In-12,  620  p.  Prix  :  10  fr.  y5  c. 

Cet  Ouvrage  contient  un  recueil  des  propositions  et  des  formules 
qui  peuvent  être  utiles  aux  personnes  qui  ont  à  appliquer  les  con- 
naissances mathématiques.  La  première  Partie,  consacrée  plus  par- 
ticulièrement aux  Mathématiques  pures,  comprend  :  1°  un  recueil 
des  propositions  de  la  Géométrie  plane,  sans  aucune  démonstra- 
tion^ 2°  le  tableau  des  formules  d'Algèbre,  et  la  solution  des  prin- 
cipaux problèmes  d'Arithmétique  et  d'Algèbre;  3°  une  Table  des 
logarithmes  à  5  décimales  des  2200  premiers  nombres;  4°  l'énoncé 
de  la  définition  et  des  principales  propriétés  des  courbes  les  plus 
célèbres,  telles  que  la  cycloïde,  les  épicycloïdes,  la  conchoïde,  la 
ligne  logarithmique,  etc.,  ainsi  que  des  formules  relatives  aux  tan- 
gentes, aux  normales  et  à  la  rectification  des  courbes;  5°  un  recueil 
donnant  la  détermination  des  aires  et  des  volumes  des  surfaces  et 
des  centres  de  gravité  se  rapportant  aux  figures  géométriques  les 
plus  usuelles;  ô*'  l'indication  des  constructions  géométriques  à  eifec- 
tuer  pour  résoudre  plusieurs  problèmes,  par  exemple,  pour  mener 
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la  tangente  à  une  ellipse,  etc.-,  7°  un  recueil  des  formules  de  la 
Trigonométrie  et  leur  application  à  la  résolution  des  triangles  y 
S^  enfin  une  Table  des  lignes  trigonométriques  et  de  leurs  loga- 
rithmes^ ces  Tables  sont  aussi  à  5  décimales. 

La  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage  n'est  pas  moins  étendue  que  la 
première.  Les  Tables  qu'elle  contient  se  rapportent  à  la  Mécanique 
pratique,  à  l'Hydraulique,  aux  matériaux  employés  dans  les  con- 
structions ]  enfin  elle  se  termine  par  un  résumé  des  principales 
propositions  et  constructions  de  la  Statique  graphique.  L'ensemble 
forme  un  recueil  qui  nous  parait  de  nature  à  pouvoir  rendre  de 
réels  services.  L'auteur  a  su  réunir  sous  un  petit  volume  un  grand 
nombre  de  renseignements,  qui  pourront  éviter  de  longues  et  pé- 
nibles recherches. 


CyBOPOBL)  (0.).  —  O  xapaKuiepucmiiKaani  cncmeMh  mpexh  ns.nt- 
peniiï.  —  Kasaub,  1871  r.  (*). 

(  analyse  faite  par  l'Auteur.) 

Dans  mon  Mémoire  a  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de 
trois  dimensions  »,  j'ai  admis,  à  l'exemple  de  Riemann,  que  l'élé- 
ment linéaire  d'un  système  est  égal  à  la  racine  carrée  d'une  fonction 
homogène  du  second  degré  des  dilîérentielles  rfXj,  ^Xa,  rfXs,  dans 
laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  des  variables  Xi,  Xj,  X3, 
de  sorte  que 

(    tls'  =:  And\',   +2Ant/X,f/X.  -+-A„^X',  +  2  A,3  fl'X,  f/X, 

^'^     \  -^2A,3^X,JX3^A33rfX^ 

La  forme  des  fonctions  Aj,,  A12, .  .  .  dépendra  tant  du  choix  des 
coordonnées  que  des  propriétés  du  système  donné  de  trois  dimen- 
sions. En  efïet,  si 

^  ds''  =  audx]  -\-  ia,2dx^dxi-\-  andx\  +  lÛMdxidXi 
^  I  -h  nandxjdXi-h  Uiidxl 

est  une  autre  forme  de  l'élément  linéaire,  il  faut,  pour  que  cette 
dernière  exprime  l'élément  linéaire  du  même  système,  qu'il  y  ait 


(')  SOUVOROF  (F.):  Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  trois  dimensions.  —  Kazau, 
187 1.  (II 4  p.  gr.  in-80.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  i8i 

une  transformation  possible  de  la  première  forme  dans  la  seconde-, 
mais,  en  supposant  que  Xi,  Xj,  x^  soient  des  fonctions  quelconques 
de  Xi,  Xj,  X3,  on  reconnaît  la  possibilité  tliéorique  de  ramener 
trois  seulement  des  coefficients  Au,  A12,...  à  la  forme  «u,  a,j,..., 
les  trois  autres  ne  pouvant,  en  général,  prendre  les  autres  formes 
données.  Par  conséquent,  pour  que  l'on  puisse  transformer  la 
forme  (i)  en  (2),  les  coefficients  de  cette  dernière  forme  devront 
nécessairement  satisfaire  à  certaines  conditions,  au  nombre  de  trois. 
Pour  trouver  ces  conditions,  supposons  que  Xj,  Xa,  Xs  soient  des 
fonctions  quelconques  de  Xi,  Xj,  Xs^  substituons  dans  {2)  les  va- 
leurs des  didérentielles  Jxj,  dx^^  dx^^  et  égalons  les  coefficients 
des  divers  produits  des  différentielles  ^X  dans  la  forme  (2)  aux 
coefficients  correspondants  de  la  forme  (i).  On  obtient  ainsi  six 
équations  de  la  forme 

r        s 

les  signes  de  sommation  \   et  \    s'étendant  aux  valeurs  i,  2,  3 

des  indices  r  et  s.  Entre  ces  six  équations  et  leurs  dérivées,  on  peut 
éliminer  les  dérivées  des  x,  par  rapport  aux  X,  lesquelles  seules  dé- 
pendent des  relations  arbitraires  qui  lient  entre  elles  les  coordon- 
nées des  deux  expressions  de  l'élément  différentiel.  Le  résultat  de 
l'élimination  nous  fournit  les  conditions  nécessaires  pour  la  trans- 
formation de  la  forme,  et  de  la  vérification  de  ces  conditions  dé- 
pendra la  possibilité  de  transformer  l'une  des  formes  dans  l'autre. 
Si  ces  conditions  s'expriment  au  moyen  des  valeurs  de  certaines 
fonctions  invariantes  des  coefficients  Au,  Au,.  .  .  et  de  leurs  dé- 
rivées, alors  ces  invariants  serviront  de  caractéristiques  relative- 
ment au  système  de  trois  dimensions. 

Le  nombre  des  résultantes  de  l'élimination  se  détermine  sans 
difficulté.  En  s'élevant  jusqu'aux  secondes  dérivées  des  équa- 
tions (3),  on  obtient 

6(1 -I- 3 -f-  6)  =  60 
équations,  contenant 

3(3-f-6-t-io)  =  57 

quantités  à  éliminer  5  par  suite,  nous  aurons  trois  équations  résul- 
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tantes,  contenant  les  dérivées  secondes  des  coefEcients  des  formes 
de  l'élément  linéaire.  Outre  ces  trois  conditions  nécessaires  de  la 
transformation,  il  existe  d'autres  conditions  renfermant  les  dérivées 
du  troisième  ordre  et  des  ordres  supérieurs  des  coefficients  de  la 
forme 5  mais  les  trois  premières  sont  les  plus  simples. 
En  posant 


AL-  = 


£2  = 


A 1 1      A 1 2      Al 
A21      A  22     A  2 

A31  A32         x\3 


P-M= 


ÔQ. 

c)A/,i 


2  V/.  =  (  a;:^  -  Ml  +  A^ri'ri  -  Ar  ) 


-lim[':][7h[":][1] 


^Va  =  i^Xrn-  AZn-  KT) 


~ZZ^iilL  0-  JLp  J~L  cr  JL  p  J 


/,  m,  n  étant  trois  des  indices  i ,  2,  3,  diiîerents  entre  eux,  les  signes 
de  sommation  s'étendant  aux  valeurs  i,  2,  3  des  indices  p  et  ct,  et 
en  désignant  par  les  lettres  minuscules  w  et  t^  des  expressions  sem- 
blables, composées  avec  les  coefficients  «u,  «12,.  .  .  de  la  seconde 
forme,  les  trois  résultantes  de  l'élimination  en  question  se  présen- 
tent ainsi  : 


(I) 


12  2^  z  ^'''''^'p^' 

p     p' 


p      F' 


les  signes  de  sommation  s'étendant  aux  valeurs  i,  2,  3  des  in- 
dices /7,  p'-^ 

p  p'  p  p' 

q^  q' ^  /■,  /■'  étant  les  restes  de  la  division  de  p-\-i^  p'~^  ^i  /^~f~  2, 
p'-+-  2  par  3,  et  les  signes  de  sommation  s'étendant  aux  mômes  va- 
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leurs  de  p,  p'\ 


pqr  pqr 

le  signe  \  zti  désignant  le  déterminant  des  éléments  sous  le  signe 

sommatoire.  Ces  trois  fonctions,  que  M.  Christoffel  avait  déjà  ob- 
tenues avant  moi  sous  une  forme  générale  (voir  Journal  de  Bor— 
cJiardt,  t.  70),  ne  contiennent  pas  les  dérivées  des  x  par  rapport 
aux  X^  par  suite,  elles  ne  dépendent  pas  du  choix  des  coordonnées, 
et  en  conséquence  elles  expriment  les  conditions  nécessaires  de  la 
transformation.  De  plus,  la  forme  de  ces  conditions  est  remarquable 
en  ce  qu'elles  s'expriment  par  l'égalité  de  fonctions  identiquement 
semblables  des  coefficients  des  formes  de  l'élément  linéaire.  De  là 
résulte  que,  pour  la  transformation  d'une  forme  de  l'élément  li- 
néaire en  une  autre,  il  est  nécessaire  que  les  trois  fonctions  en  ques- 
tion conservent  leur  valeur  dans  le  passage  de  l'un  des  systèmes 
de  variables  à  l'autre  j  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  trans- 
former la  forme  donnée  en  une  autre  pour  laquelle  une  quelconque 
de  ces  trois  fonctions  aurait  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  a 
pour  la  première  forme. 

Ces  fonctions,  relativement  à  un  système  de  trois  dimensions,  à 
cause  de  l'indépendance  qui  existe  entre  leurs  valeurs  et  le  choix 
des  coordonnées,  doivent  fournir  les  propriétés  qui  caractérisent 
essentiellement  le  système,  c'est-à-dire  qui  le  distinguent  des  autres 
systèmes  de  trois  dimensions,  pour  lesquels  ces  fonctions  ont  une 
autre  valeur.  Ainsi,  par  exemple,  pour  l'espace,  dont  l'élément  li- 
néaire s'exprime  par  l'équation 

ds'  =  c?.rf  -f-  dxl  -!-  dx\, 

chacune  des  trois  fonctions  se  réduit  à  zéro-,  donc  l'espace  est  un 
système  différent  de  tous  les  autres  systèmes  pour  lesquels  une 
quelconque  de  ces  fonctions  ne  s'annule  pas,  mais  est  égale  à  une 
grandeur  constante  quelconque,  ou  à  une  fonction  des  coordonnées 
du  point.  La  forme  de  l'élément  linéaire  d'un  tel  système  ne  peut, 
par  aucun  choix  quelconque  de  coordonnées,  se  ramener  à  la 
somme  des  carrés  des  différentielles  des  coordonnées.  Pour  les  sys- 
tèmes de  deux  dimensions,  c'est-à-dire,   en  langage  géométrique, 
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pour  les  surfaces,  il  n'existe  qu'une  seule  fonction  de  cette  na- 
ture ('),  ne  changeant  pas  de  valeur  par  la  transformation  des  coor- 
données, et  représentant,  au  point  de  vue  géométrique,  la  courbure 
de  la  surface  d'après  Gauss.  Pour  ce  qui  est  des  trois  fonctions 
trouvées  plus  haut,  la  théorie  des  systèmes  de  trois  dimensions 
autres  que  l'espace  est  encore  trop  récente  pour  que  je  me  décide  à 
donner  un  nom  spécial  aux  propriétés  des  systèmes  exprimées  par 
ces  fonctions.  Mais,  de  même  que  plusieurs  géomètres  (Riemann, 
Kronecker,  Beltrami  )  ont  appliqué  à  ces  propriétés  la  terminologie 
géométrique,  et  cela  de  différentes  manières,  j'ai  cherché,  dans  le 
Chapitre  III  de  mon  Mémoire,  à  démêler  les  lois  géométriques  des 
expressions  analytiques  trouvées.  A  cette  fin,  pour  mieux  aperce- 
voir l'analogie  des  formules  (I),  (II)  et  (III)  avec  les  formules  de  la 
Géométrie  ordinaire  —  analogies  qui  se  découvrent  en  considérant 
un  système  de  trois  dimensions  comme  un  lieu  dans  un  système  de 
quatre  dimensions  — j'ai  sacrifié  la  généralité  à  l'avantage  d'une  in- 
tuition plus  facile,  et  j'ai  pris,  au  lieu  d'un  système  de  quatre  di- 
mensions de  la  forme  la  plus  générale,  un  système  dont  l'élément 
linéaire  est  exprimé  par  la  somme  des  carrés  des  différentielles  des 
quatre  coordonnées,  savoir  : 

(4)  ds-^-^dy\+dy\-^dr\-\-dy\. 

Je  désigne  par  la  lettre  j  les  coordonnées  d'un  système  de  quatre 
dimensions,  et  je  réserve  la  lettre  x  pour  les  coordonnées  d'un  sys- 
tème de  trois  dimensions.  En  considérant  ce  dernier  comme  un  lieu 
dans  le  premier,  les  coordonnées  x  joueront  le  rôle  des  coordonnées 
curvilignes  sur  une  surface  placée  dans  l'espace;  par  suite,  sembla- 
blement  aux  coordonnées  de  l'espace,  les  coordonnées  y  des  points 
d'un  système  de  trois  dimensions  seront  des  fonctions  des  coordon- 
nées X,  et  l'élément  linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions,  en 
tant  que  lieu  dans  un  système  de  quatre  dimensions,  sera  exprimé 
par  la  formule  (4). 

En  substituant,  dans  (4),  aux  différentielles  dj  leurs  valeurs  en 
fonction  des  différentielles  dx^  et  égalant  ensuite  les  coefficients  des 
mêmes  dillérentielles  dx  dans  les  formes  (i)  et  (4),  on  obtiendra  les 


(  '  )  Casorati  :  Ricerca  fondamentale  per  lo  studio  de  uiia  certa  classe  di  proprietà 
délie  superficie  ciirve  {Annali  di  Matematica,  t.  III,   i86o). 
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coefficients  A,  et  par  suite  aussi  les  fonctions  V  et  12,  exprimées  au 
moyen  des  dérivées  des  j-  par  rappoit  aux  x.  Puisqu'un  système  de 
trois  dimensions,  considéré  comme  un  lieu  dans  l'espace  de  quatre 
dimensions,  peut  être  représenté  par  une  équation  quelconque  entre 
les  coordonnées  /i ,  jTa  ?  J  ^  '  T*  ' 

W  =  F{x„  y\,  Yi,  j\)  =  o, 

nous  pourrons  regarder  une  des  coordonnées,  jt,  par  exemple, 
comme  une  fonction  des  trois  autres.  Alors,  en  exprimant  A,  V  et 
0  au  moyen  des  dérivées  dej^4  par  rapport  à  ri,  j)?,  js,  faisant,  pour 
abréger, 


\àrJ      \àrJ      \àrJ 

â\r*        à\r*        à'n 

àf]         dy.dy-,     ôyydy^ 

à^r^         à\y\         à\ri 

dy^dy^        dy\        dy^dy^ 

d^y,          d^y,          d^yi 

àyzdy,      dy^dy,        dyl 

et  appelant  Yp^  le  déterminant  du  second  ordre,  obtenu  en  suppri- 
mant dans  Y  la  p'^^^  ligne  horizontale  et  la  ^'^"^  ligne  verticale,  on 
trouve,  pour  les  expressions  des  fonctions  (I),  (II),  (lH)  au  moyen 
des  dérivées  de  j^4, 


(la) 


ïiZzli^^^'^''^' 


p' 


=è^-^-^"-ISI:-ëM 


p  p' 


(ii„) 


p     p' 
_  Y  \d^y 


\ày± 


^-m 


]-M 


-(^ 


\ày 


(IIL) 


à'y*r^_^(ày,y 

d\yi    ÔTi  dyi 
ày^dy^dy^dy^ 


ày^)  i        ^  ày,dy,dy,  dy, 
d\yi    ày^ây^ } 
dy.ày.âyiâyi)' 

—  Il 


pqr 
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En  extrayant  la  racine  carrée  de  la  dernière  expression,  d'où 


;iii,) 


Wl^'^' 


VgyVj,   _ 


pq> 


on  voit  aisément  que  le  second  membre  a  quelque  analogie  avec  la 
formule  de  Gauss  pour  la  courbure  des  surfaces,  et  qu'il  coïncide- 
rait avec  cette  formule,  si  nous  étendions  celle-ci  aux  trois  dimen- 
sions, de  même  qu'elle  coïncide  avec  la  formule  que  Kronecker  (*) 
appelle  la  courbure  d'un  système  d'un  nombre  quelconque  de  di- 
mensions. En  effet,  si  l'on  exprime  les  dérivées  àe  j,,  au  moyen  des 
dérivées  partielles  de  W  par  rapport  aux  coordonnées j>'^i,j^2 5  J'^'J^*' 
il  vient,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (llli). 
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w, 

w. 

W3 

w, 
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W. 
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W,3 
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(Wî  +  W,^  +  W^H-W^J^ 
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w. 

w„ 
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où  l'on  a  fait,  pour  abréger. 

w 

< 

OfràVs 

Mais  je  ne  pense  pas  que  la  dénomination  de  courbure  du  sys- 
tème  puisse  être  légitimement  appliquée  à  cette  fonction.  En  eifet, 
nous  sommes  liabitués  à  désigner  sous  le  nom  de  courbure  d'un 
système,  d'après  Gauss,  le  rapport  de  l'aire  d'un  triangle  infini- 
ment petit  du  système  donné  à  l'aire  correspondante  d'un  système  à 
courbure  constante  positive  (système  sphérique).  C'est  ainsi,  du 
moins,  que  Riemann  et  Beltrami  entendent  la  courbure  des  sys- 
tèmes, et  c'est  seulement  dans  ce  sens  que  les  systèmes  non-eucli- 
diens ou  pseudospliériques  de  ce  dernier  géomètre  auront  une  cour- 
bure constante  négative,  et  les  systèmes  spliériques  une  courbure 
positive.  Effectivement,  l'élément  linéaire  d'un  système  sphérique 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

,    ,  ,,        ^Idx'^.+dxl-^dxl-^dx^^ 

[p]  ds^  =  R' 


(')  Monatsbericht  d.  Kônigl.  Akad,  zii  Berlin,  August  i! 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  187 

où  X*  =  a'+ jc'+ x^H-x^,  Xi,  x,,  X3  étant  les  coordonnées  de 
ce  système,  R  et  a  des  paramètres.  La  valeur  de  la  fonction  (111/,), 

pour  cette  forme  de  l'élément  linéaire,  devient  =t  ]7-3'  et  non 
-h  —,  valeur  qui,  d'après  Riemami,  devrait  être  celle  de  la  cour- 
bure de  ce  système.  Pour  les  systèmes  à  courbure  constante  néga- 
tive, la  fonction  (111/,)  donne  une.  valeur  imaginaire  1/  —  tt^'  U  me 

semble  que  la  seconde  dénomination  de  condensation  du  système, 
que  Kronecker  donne  à  cette  fonction  à  la  fin  du  Mémoire  cité,  en 
la  comparant  aux  fonctions  de  Kummer  qui  représentent  la  con- 
densation des  rayons  lumineux,  a  une  raison  géométrique  plus 
simple.  En  effet,  comparons  deux  systèmes  de  trois  dimensions  :  le 
système  donné 

W  =  F(7„  j,.  73,74)  =  0, 

et  un  système  sphérique,  c'est-à-dire  à  courbure  constante  positive. 
Nous  trouverons  l'équation  de  ce  dernier  système,  connaissant  l'ex- 
pression [p]  de  son  élément  linéaire.  Posons,  en  n'attribuant  d'a- 
bord à  71,72,  j'3,  y^  aucune  valeur, 

^x^^''     ^x""-^"     ^x""-^'^'     ^x""-^^' 
en  substituant  ces  valeurs  dans  (yo),  il  viendra 

ds'  =  dy]  -+-  dx\  +  dfl  +  df\, 

R'  =  jî+7:+rl+r^ 

c'est-à-dire  que  l'élément  linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions 
à  courbure  constante  positive  est  l'élément  linéaire  du  lieu  géo- 
métrique, dans  un  système  à  quatre  dimensions,  représenté  par 
l'équation 

7î  +  ;i+r3-+-r:  =  R^ 

Par  suite,  l'équation  de  ce  lieu  sera  celle  d'un  système  sphérique 
de  trois  dimensions.  Je  désignerai  par  les  lettres  7',,  j'j,  j>  ^i  J'\i 
pour  les  distinguer  des  coordonnées  des  points  du  système  W  =  o, 
les  coordonnées  du  système 

V = 7î  -+-;■'  +  J3  +  rî  -  '  ==  O' 
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où  j'ai  fait,  pour  plus  de  simplicité,  R  =  i .  Pour  chaque  point 
(j^iO^OsO*)  ^^  système  W  =  o,  onj  peut  trouver  un  point 
{y*  5  J  '2  î  J  3  ij'*)  ^^  système  V  =  o,  pour  lequel  on  aura 


dx\       df, 

ày\ 

_  an 

àr\  _  à}'* 

àr\       ^J'  ' 

à}'. 

~  ày\ 

ày\       àf. 

Il  suffit  pour  cela  de  supposer  les  coordonnées  j',,j-'j,j)^3,  j\  égales 
respectivement  aux  dérivées 


divisées  par 


J'appellerai  de  tels  points  des  points  correspondants.  Prenons, 
dans  le  système  W  =  o,  quatre  points  déterminés  par  les  coor- 
données 


dW 
ày\' 

ây\ 

j 

V^ 

(âwy 

fâwy 

/c/W\  = 

J.»  Jî.  73; 


7,  +  dy, ,    X,  +  df^,    Js  -+-  dfi  ; 


la  quatrième  coordonnée  étant  déterminée  en  fonction  des  trois  pre- 
mières. On  déterminera  les  coordonnées  des  quatre  points  corres- 
pondants, dans  le  système  V  =  o,  d'après  la  règle  convenue,  et 
elles  seront  des  fonctions  des  coordonnées  des  points  du  système 
W  =  o.  Désignons -les  par 

r.»  /..  /s;  r'.  +  ^r.»  r^ +«?/,,   y.-^dy,; 

r\-^^r\y  x'2-^ày,,  y\^^r\y     r.-+-^/.»   /î+^/î»   /a+^/s- 

En  considérant  c?,  d,  (î  comme  des  signes  d'accroissements  infini- 
ment petits,  et  bornant  l'approximation  aux  termes  du  premier 
ordre,  le  rapport 


dy,     df,     df, 
dfy     dy\     df, 

ày\     èf,     ÔJ3 


d/i     dr\     dy', 
àr\     ày\     ây'\ 

ôj,    ôj;    è/. 


=  c 


représente  le  rapport  des  volumes  des  lieux,  pris  dans  les  systèmes 
W  =0,  V  =  o,  et  correspondants  aux  tétraèdres  dans  l'espace. 
Mais,  comme  à  chaque  point  du  premier  système  correspond  un  point 
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délerminé  du  second,  à  chaque  volume  du  premier  système  corres- 
pondra un  volume  du  second  système,  et  ce  dernier  volume  sera 
comme  une  transformation  du  premier,  puisqu'à  chaque  point  dé- 
terminé à  l'intérieur  du  volume  du  premier  système  correspond  un 
point  déterminé  à  l'intérieur  du  volume  du  second  système.  Le 
rapport  c  trouvé  ci-dessus  est  le  rapport  de  deux  de  ces  volumes 
correspondants  infiniment  petits.  La  valeur  de  ce  rapport  donne  la 
mesure  de  l'écart,  au  point  de  vue  d'une  propriété  déterminée  (la 
courbure,  suivant  Kronecker),  du  volume  du  premier  système  re- 
lativement au  volume  du  second  système,  ou,  les  volumes  étant  in- 
finiment petits,  la  mesure  de  l'écart,  au  point  de  vue  de  cette  pro- 
priété, de  chaque  point  du  premier  système  relativement  au  point 
correspondant  du  second  système.  La  fonction  c,  étant  une  fonction 
des  dérivées  de  W=  o,  sera  diiïérente  pour  des  systèmes  différents, 
et,  par  suite,  pourra  servir  de  caractéristique  pour  un  système; 
mais,  en  exprimant  les  différentielles  des  coordonnées j>^'  en  fonc- 
tion des  différentielles  des  coordonnées  j ,  et  substituant  leurs  va- 
leurs dans  la  fonction  c,  on  trouve,  après  réduction,  l'expression 
de  ce  rapport  en  fonction  des  dérivées  secondes  de  j  4,  savoir, 

Y 

c'est-à-dire  que  ce  rapport  est  exprimée  parla  valeur  delà  fonc- 
tion (Illi).  Il  s'ensuit  de  là  que  la  fonction  (Illi)  représente,  non 
le  rapport  des  aires  de  triangles  infiniment  petits,  que  nous  appe- 
lons, d'accord  avec  Gauss  et  Riemann,  la  courbure  du  système, 
mais  le  rapport  des  volumes  de  tétraèdres  infiniment  petits.  Pour 
cette  raison,  je  crois  que  la  seconde  dénomination  donnée  par  Kro- 
necker à  la  propriété  exprimée  par  cette  fonction,  la  dénomination 
de  mesure  de  la  condensation  du  système,  est  la  plus  convenable. 
Pour  ce  qui  concerne  l'interprétation  des  formules  (I)  et  (U), 
en  remplaçant  la  fonction  (!!„)  par  la  fonction 

^  V  ùpp,  (  V,,, V„, -  Vy^ Vv) 
(  115)  JL-PL —  , 

pqr 
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il  est  aisé  de  voir  que  les  expressions,  au  moyen  des  dérivées  de  r4, 
des  fonctions  (!„),  [Ub]  et  (IHj)  représentent  les  coefficients   de 

l'équation  cubique  en  -»  obtenue  en  éliminant  j^ — j-'^,  j^ — j'^, 

Y^  —  ^'3,  dj\^  '^J^st  dj%  entre  l'équation 

{<i)      ^r.— y.)' +  (r>—j2)'+ (73-/3)'+ (74-/4)'=  R% 

ses  trois  dérivées  partielles  par  rapport  kj^^j^^  j^  (en  considérant 
ji,  comme  fonction  des  autres  coordonnées),  et  les  trois  dinëren- 
tielles  totales  de  ces  dérivées  partielles.  Par  conséquent,  en  dési- 

gnant  par  =5-5  —5    —  les  racines  de  cette  équation,  nous  aurons 


("^^)      ^\/i;=^V'^^'^v^ 


p  p' 

p    P[ —  _Il     2-1. 

R,  "^  R,  "^  R 


IL 


v/I 


Q.\     y  =hV.„V„V3, 


»7 

pqi- 


L'équation  (^)  représentant  un  système  de  courbure  constante 

.  .        ,  ..III 

positive,  les  trois  racines  rr-?  —  >  —  seront  inversement  propor- 
tionnelles aux  rayons  de  courbure  des  trois  directions  déterminées 
par  les  deux  équations  entre  les  différentielles  dj^^  dj\^  cT;  j,  que 
l'on  peut  obtenir  en  éliminant  la  dilïërence  74 — j\  entre  les  diffé- 
rentielles des  dérivées  partielles  de  l'équation  [p).  Comme  la  racine 
carrée  de  la  fonction  (111)  peut  avoir  une  valeur  imaginaire,  ce  qui 
a  lieu  pour  un  système  de  courbure  constante  négative,  pour  éviter 
cetinconvénient,  je  multiplie  les  fonctions  (11^)  et  (III,.)  par  (IIIc)*, 
en  posant  alors 

"'"Rai,'     '^"RaR.'     ^~R.R,' 
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on  peut  écrire 

p     p' 

^  ^  ^  ilpi,'{Y,,'Yrr'  -  V,.,V./ j  =  [3y  4-  y«  -h  «,3, 


^^±V.,V.,V3.-a[37. 


12 

Les  paramètres  a,  |3,  y  représentent  les  courbures  superficielles 
(de  Gauss)  suivant  les  trois  sections  principales  du  système  de  trois 
dimensions,  suivant  lesquelles  la  courbure  présente  la  propriété  du 
maximum  ou  du  minimum. 

En  effet,  Lipschitz  a  démontré  (*)  que  la  forme  générale  de  l'élé- 
ment linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions  peut  être  ramenée 
à  la  forme  donnée  par  Riemann  pour  un  système  de  courbure  con- 
stante, lorsque  la  condition,  nécessaire  et  suffisante, 


(/■) 


/      /    Yppi{0^Xqd^Xr Ô^Xrd'Xj){$XgfdXr' — OXridx^t) 

p     p' 

\  >    iàppi[è^Xqd^Xr —  à^Xrd*Xg)[ÔXg'dXr' —  OXr'dXji) 

p  p' 


est  satisfaite,  a  étant  la  mesure  de  la  courbure  constante. 

Si  l'on  suppose  a  variable,  la  formule  (/•)  donnera  l'expression 
de  la  courbure  variable  en  fonction  des  différentielles  des  directions 
superficielles.  L'équation  cubique  en  a,  fournie  par  le  discriminant 
de  l'équation  (/),  a  pour  racines  les  trois  valeurs  a,  en  fonction  des 
coeflicients  de  la  forme  de  l'élément  linéaire,  qui  représentent  les 
grandeurs  maxima  et  minima  de  ce. 

Il  s'ensuit  de  là  que,  pour  l'individualisation  d'un  système  de 
trois  dimensions,  il  faut  nécessairement  connaître  les  trois  racines 
de  l'équation  en  a^  ou  les  trois  coefficients  de  cette  équation,  et 
aucun  de  ces  coefficients  ne  peut  rester  arbitraire.  Cela  fait  voir 
que,  parmi  les  systèmes  de  trois  dimensions,  il  ne  peut  en  exister 
deux  qui  soient  applicables  l'un  sur  l'autre. 

Pour  un  système  à  courbure  constante,  les  racines  de  l'équation 

(')  Journal  de  Borchardt,  t.  72,  p.  52. 
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en  oc  doivent  être  toutes  les  trois  constantes  et  égales.  Cette  condi- 
tion est  remplie,  lorsqu'on  suppose  les  fonctions  V/,„  proportion- 
nelles aux  n^^,  et  a  est  le  facteur  de  proportionnalité,  qui  est  en 
même  temps  la  mesure  de  la  courbure  du  système.  On  obtient  ainsi 
six  conditions  pour  la  détermination  des  coefficients  de  la  forme  de 
l'élément  linéaire.  Ces  conditions  prennent  une  forme  très-simple, 
lorsque  l'on  choisit  pour  Xi^  x^^  x^  des  coordonnées  orthogonales. 
L'élément  linéaire  d'un  système  de  trois  dimensions,  dans  le  cas 
des  axes  coordonnés  rectangulaires,  se  présente  sous  la  forme 

ds'  =  B]  dx\  -4-  B=  dx\  -\-  B^  dxl, 

et  les  conditions  pour  que  le  système  ait  une  courbure  constante  de- 
viennent 
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Si  l'on  prend  o(.  =  o.,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  la  courbure 
nulle,  on  obtient  les  conditions  pour  qu'une  forme  donnée  de  l'élé- 
ment linéaire  représente  l'élément  linéaire  de  l'espace  ordinaire. 
Ces  dernières  conditions,  dans  le  cas  de  a  =  o,  ont  été  données 
déjà  par  Lamé  ('),  comme  les  conditions  de  la  transformation  d'une 
forme  donnée  de  l'élément  linéaire  dans  la  somme  des  carrés  de 
trois  différentielles.  F.  Souvorof. 


(')  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  p.  76. 
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HIRN  (G.-A.).  —  MÉMOIRE    SLR   LES   CONDITIONS  d'ÉQUILIBRE    ET   SUR  LA  NATURE 

PROBABLE  DES  ANNEAUX  DE  Saturne.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  1872.  In-4°. 
Prix  :  4  fr- 

Les  problèmes  relatifs  à  la  nature  et  aux  conditions  d'équilibre 
des  anneaux  de  Saturne  constituent  un  des  points  les  plus  impor- 
tants et  les  plus  difficiles  de  la  Mécanique  céleste.  Laplace,  après 
avoir  déterminé  une  des  formes  d'équilibre  que  ces  anneaux,  sup- 
posés originairement  fluides,-ont  pu  prendre  sous  l'action  attractive 
de  leur  propre  masse,  combinée  avec  celle  de  la  planète,  admet 
qu'ils  se  sont  solidifiés  sous  cette  forme,  et  il  cherche,  dans  cette 
hypothèse,  les  conditions  de  stabilité  de  leur  équilibre.  Il  démontre 
facilement  qu'un  anneau  homogène  concentrique  à  Saturne  ne 
pourrait  avoir  qu'un  équilibre  instable,  et  tomberait  sur  la  planète 
dès  que  les  deux  centres  se  seraient  séparés  5  il  en  conclut  que  les 
anneaux  sont  des  solides  irréguliers,  d'une  largeur  inégale  sur  les 
divers  points  de  leur  circonférence,  et  que  chacun  d'eux  tourne 
autour  de  son  centre  de  gravité,  dans  le  même  temps  que  celui-ci 
tourne  autour  du  centre  de  la  planète  5  mais  il  ne  donne  sur  ce 
point  si  essentiel  de  sa  théorie  aucun  développement  analytique. 

La  question  a  été  plusieurs  fois  reprise,  depuis  le  commencement 
du  siècle.  Sans  parler  de  quelques  remarques  que  Plana  et  d'autres 
géomètres  ont  ajoutées  à  la  théorie  de  Laplace,  nous  citerons  les 
travaux  de  Bond  et  de  Peirce.  Le  premier  cherche  les  limites  de 
grandeur  et  de  densité,  nécessaires  pour  l'équilibre  de  chaque 
anneau;  il  conclut  que  cet  équilibre  peut  être  stable  avec  des 
anneaux  fluides.  Le  second  croit  que  le  système  ne  peut  se  main- 
tenir que  grâce  à  l'action  des  satellites  5  mais  il  ne  traite  pas  le 
problème  avec  une  rigueur  mathématique  suffisante. 

En  1859,  M.  Clerk  Maxwell  a  publié  un  travail  beaucoup  plus 
important  et  plus  complet  que  tous  les  précédents.  Il  commence 
par  appliquer  une  très-savante  analyse  à  l'étude  du  mouvement 
d'un  solide  de  forme  quelconque,  autour  d'une  sphère.  Il  consi- 
dère ensuite  le  cas  où  ce  solide  est  un  anneau,  et  il  établit  les  con- 
ditions nécessaires  à  la  stabilité;  ces  conditions  ne  paraissent  pas 
compatibles  avec  les  apparences  que  présente  le  système  saturnien. 
M.  Clerk  Maxwell  examine  ensuite  1  hypothèse  où  chaque  anneau 
serait  formé  par  une  série  de  satellites,  et  il  étudie  les  ondes  de 
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condensation  et  de  dilatation  qui  se  propageraient  dans  un  tel  sys- 
tème, par  l'effet  des  attractions  mutuelles.  Il  passe  de  là  à  des 
anneaux  fluides,  et  montre  qu'ils  doivent  finir  par  se  rompre  et  se 
transformer  en  une  série  de  satellites.  La  conclusion  de  son  Mé- 
moire est,  enfin,  que  les  anneaux  sont  formés  d'un  grand  nombre 
de  particules  solides,  tournant  autour  de  la  planète  avec  des  vitesses 
différentes,  suivant  leurs  distances.  Ces  particules  peuvent  tendre 
à  se  disposer  en  anneaux  voisins  les  uns  des  autres  5  mais,  bien  que 
cet  arrangement  constitue  la  disposition  la  plus  favorable  à  la 
longue  durée  du  système,  elle  ne  peut,  suivant  l'auteur,  que 
retarder  sa  destruction  inévitable, 

M.  Hirn  a  entrepris  son  travail  sans  avoir  eu  connaissance  de 
celui  de  M.  Clerk  Maxwell.  Les  conclusions  des  deux  géomètres  se 
rapproclient  néanmoins  beaucoup,  avec  cette  différence  Cjue,  pour 
M.  Hirn,  les  parties  qui  constituent  les  anneaux  sont  très-petites 
et  séparées  par  des  ifiterualles  relativement  très-grands,  de  sorte 
que  chacune  d'elles  se  meut  comme  un  satellite  isolé,  et  qu'il  est 
permis  de  négliger  leurs  attractions  mutuelles.  La  conservation 
indéfinie  du  système  des  anneaux  serait  la  conséquence  d'un  tel 
état  de  clioses,  tandis  que  les  ondulations  et  les  frottements  qui 
peuvent  se  produire  dans  les  auneaux  de  M,  Clerk  Maxv\ell  se- 
raient une  cause  infaillible  de  destruction  plus  ou  moins  éloignée. 

C'est  en  éliminant  successivement  toutes  les  autres  hypothèses 
possibles  que  M.  Hirn  cherche  à  établir  la  réalité  de  sa  conception. 
Considérant  d'abord  des  anneaux  solides,  il  construit  directement, 
pour  chaque  cas  particulier,  les  équations  convenables,  afin  que 
le  lecteur  puisse  toujours  suivre  de  l'oeil  les  phénomènes,  à  travers 
l'enchainement  des  symboles  algébricjues.  11  raisonne  d'ailleurs, 
non  sur  des  corps  idéaux,  d'une  résistance  indéfinie,  mais  sur  des 
solides  réels,  en  tenant  compte  de  leur  élasticité  et  des  limites  de 
leur  force  de  cohésion.  11  essaye  de  prouver  que  les  solides  les  plus 
cohérents  ne  pourraient  résister  aux  pressions  ou  aux  tractions 
énormes  qu'ont  à  supporter  les  anneaux,  par  suite  de  la  rapidité  de 
leur  mouvement  rotatoire. 

Supposons,  en  effet,  ini  anneau  très-large  et  très-mince,  doué 
d'une  vitesse  angulaire  telle  que,  pour  sa  distance  moyenne  au 
centre  de  la  planète,  la  force  centrifuge  fasse  exactement  équilibre 
à  l'attraction  centrale.  Il  est  clair  que  la  couronne  intérieure  tendra 
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à  se  rapprocher  de  la  planète,  et  la  couronne  extérieure  à  s'en 
éloigner.  En  admettant  qu'à  densité  égale  la  matière  des  anneaux 
ait  la  même  cohésion  que  les  corps  solides  connus  les  plus  résis- 
tants, M.  Hirn  calcule  que  la  largeur  de  chaque  anneau  ne  pourrait 
dépasser  1200  lieues,  sans  qu'il  y  eût  une  rupture. 

Les  anneaux  peuvent-ils  être  liquides  ou  gazeux?  L'auteur  du 
Mémoire  répond  négativement  à  cette  question,  et  il  s'appuie  pour 
cela  sur  des  considérations  de  Thermodynamique  qu'on  ne  peut 
plus  en  eflet  laisser  de  côté,  dans  les  recherches  relatives  à  la  Phy- 
sique céleste.  D'abord,  quelle  que  soit  la  largeur  de  l'anneau,  les 
frottements  entre  les  molécules  les  amèneront  bientôt  toutes  à  la 
même  vitesse  angulaire.  Si  une  perturbation  intervient  alors,  elle 
ne  déplacera  pas  l'anneau  tout  d'une  pièce  :  les  vitesses  des  molé- 
cules changeront  d'une  manière  dillérente  suivant  leurs  distances  à 
la  planète,  et  l'anneau  de  circidaire  deviendra  elliptique.  De  là 
des  condensations  et  dilatations  successives  aux  apsides  si  l'anneau 
est  gazeux,  et,  s'il  est  liquide,  des  variations  d'épaisseur;  dans  les 
deux  cas,  échaunements  et  refroidissements  successifs,  et  comme 
d'ailleurs,  par  suite  des  échanges  de  temj)érature,  par  suite  des 
chocs  et  des  frottements  de  tout  genre  qu'éprouvent  les  molécules 
pendant  leur  révolution,  il  se  dépense  continuellemeiit,  sous  l'at- 
traction de  la  planète,  plus  de  travail  qu'il  ne  s'en  produit,  la  tem- 
pérature de  l'anneau  tendra  à  s'élever,  et  la  force  vive  transformée 
en  chaleur  se  perdra  graduellement  dans  l'espace. 

C'est  ainsi  que  M.  Hirn  arrive  par  exclusion  à  considérer  les 
anneaux  comme  formés  de  particules  solides  extrêmement  espacées  \ 
il  consacre  la  fin  de  son  Mémoire  à  faire  voir  cotnment  ces  corps 
singuliers  ont  pu  se  former,  dans  le  système  cosmogonique  de 
Laplace.  Si  l'on  suppose  un  anneau  formé  d'un  gaz  permanent  en 
grand  excès,  et  d'une  vapeur  susceptible  de  se  condenser,  cette  va- 
peur a  dû  former  çà  et  là  des  gouttes,  d'abord  liquides,  puis  solides, 
qui  ont  continué  à  se  mouvoir  dans  l'intérieur  de  l'anneau  gazeux. 
Peu  à  peu  le  gaz  s'est  contracté  vers  la  planète,  abandonnant  les 
particules  isolées  qui  ont  continué  à  se  mouvoir  comme  des  satel- 
lites libres. 

Il  nous  reste  à  signaler,  en  terminant,  un  point  de  cet  important 
Mémoire  qui  nous  parait  prêter  à  la  critique.  Lorsque  l'auteui- 
(page  1 1  et  suivantes)  considère  le  mouvement  d'un  anneau  solide, 
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non  homogène,  autour  de  son  centre  de  gravité,  pendant  que  ce 
dernier  point  tourne  autour  de  la  planète,  il  substitue  à  ce  corps, 
pour  simplifier  les  intégrations,  un  système  formé  de  deux  points 
matériels  seulement,  placés  aux  extrémités  de  la  ligne  d'excentri- 
cité, et  reliés  entre  eux  par  un  arc  inflexible  et  sans  poids.  Or  il 
n'est  pas  clair  que  les  résultats  numériques  relatifs  à  un  tel  sys- 
tème puissent  s'appliquer,  même  de  très-loin,  à  un  anneau  continu 
où  les  pressions  se  répartissent  dans  toute  la  masse.  En  outre, 
l'auteur  ne  s'occupe  nullement  des  conditions  de  stabilité  du  sys- 
tème. C'est  là  cependant  un  des  points  les  plus  importants  de  la 
théorie.  Nous  avons  déjà  dit  que  Laplace  ne  l'avait  pas  traité,  lais- 
sant ainsi  une  lacune  dont  sont  frappés,  dit  M.  Airy,  tous  ceux  qui 
lisent  la  Mécanique  céleste,  en  connaissance  de  cause.  M.  Clerk 
Maxwell  est  le  seul  géomètre  qui  ait  abordé  le  problème  dans  toute 
sa  difficulté.  Il  trouve  qu'un  anneau  lesté  en  un  de  ses  points  ne 
peut  être  stable  que  dans  des  conditions  très-particulières,  dont  la 
principale  est  que  le  poids  du  lest  constitue  les  o,  82  du  poids  total. 
C'est  là  évidemment  un  des  meilleurs  arguments  contre  la  solidité 
des  anneaux*,  il  s'ajoute  à  ceux  que  nous  venons  de  signaler  d'après 
M.  Hirn,  et  il  faut  reconnaître  que  l'analogie  des  résultats  auxquels 
sont  parvenus  ces  deux  géomètres  donne  une  grande  probabilité  à 
leur  hypothèse.  Cette  hypothèse  s'accorde  du  reste  sur  bien  des 
points  avec  les  observations,  particulièrement  en  ce  qui  concerne 
l'anneau  obscur  situé  entre  les  autres  anneaux  et  la  planète. 

G.  Lespiault. 
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GIORNALE  DI  MATEMATICHE  ad  uso  degli  studenti  délie  Università  italiane, 
pubblicato  per  cura  dei  professori  G.  Battaglim,  E.  Pergola,  in  unione  dei 
professori  E.  d'Ovidio,  G.  Torelli  e  C.  Sardi  ('). 

T.  X,  i"  semestre,  janvier-juin  1872. 

ToGKOLi  (O.).  —  Suj'  la  correspondance  multiple  entre  deux 
espaces  à  trois  dimensions.  (20  p.) 

(')  \oiv Bulletin,  t.  I,  p.   ij2. 
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L'auteur  a  cherché  à  étendre  aux  espaces  non  plans  les  recher- 
ches de  M.  Wiener,  relatives  à  la  correspondance  multiple  entre 
deux  figures  planes,  exposées  dans  le  tome  III  des  Matliematische 
^nnalen.  Il  regarde  les  systèmes  de  points,  dans  l'espace  indéfini, 
comme  déterminés  par  les  intersections  de  trois  surfaces ,  et  il 
étudie  la  possibilité  d'une  semblable  détermination  dans  ses  diffé- 
rents cas.  En  partant  de  ce  point  de  vue  dans  la  fixation  des  points 
d'un  espace  à  trois  dimensiDns,  il  établit  la  correspondance  la  plus 
générale  entre  deux  de  ces  espaces,  et  considère  d'une  manière 
spéciale  celle  dans  laquelle,  parmi  les  surfaces  qui  déterminent  le 
système  de  points,  il  y  en  a  toujours  une  qui  est  plane. 

OviDio  (E.  d').  —  Courbes  du  troisième  ordre  circonscrites  à 
un  quadrilatère  complet  (17  p.). 

Les  propriétés  de  ces  courbes  sont  démontrées  à  l'aide  des  coor- 
données trilinéaires,  et  l'on  indique  aussi  le  moyen  de  les  démon- 
trer par  des  considérations  de  Géométrie  pure. 

OviDio  (E.  d').  —  Sur  quelques  formules  en  coordonnées  de 
droites  (4  p). 

PoRCELLi  (O.).  —  Sur  une  fonction  qui  entre  dans  la  compo- 
sition des  réduites  des  fractions  continues  et  des  racines  des  con- 
gruences  du  premier  degré  à  une  inconnue.  (10  p.) 

En  supposant  la  série  de  relations 

c=.a-\-yb,     d  =  b  +  èc,     e  =  c  -h  td,. . .,     n  =  l  -{-vm, 

et  éliminant  entre  elles  c,  ^,  e, •  •  -,  fi-,  on  a  une  relation  de  la  forme 
71  =  Prt  4-  Q^,  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  des  seules  quantités 
a,  j2,  y,. . .,  V.  Ce  sont  là  les  fonctions  que  considère  l'auteur. 

Cremona  (L.).  —  Interprétation  de  l'analogie  entre  la  théorie 
des  coniques  et  celle  des  complexes,  remarquée  par  31.  Beltrami 
au  t.  IX,  p.  344^  de  ce  Journal.  (2  p.) 

Beltrami  (E.).  —  Sur  une  transformation  de  Dirichlet.  (4  p.) 

L'auteur  démontre,  par  une  méthode  différente  de  celle  qu'ont 
suivie  MM.  Padova  et  del  Grosso,  l'expression  générale  donnée  par 
Dirichlet,  de  la  fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde,  en  évitant  l'in- 
tervention explicite  des  coefficients  d'une  substitution  linéaire. 

Beltrami  (E.).   —  Jliéorème  de  Géométrie  pseudosphérique. 
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L'auteur  démontre  que  les  droites  qui,  dans  le  plan  non  eucli- 
dien, seraient  les  parallèles  à  une  même  droite  menées  des  divers 
points  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  précédente,  enveloppent, 
dans  le  plan  euclidien,  la  courbe  aux  tangentes  de  longueur  con- 
stante. 

Fergola  (E.)  —  Questions  à  démontrer  sur  les  nombres,  (i  p.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites  de  degré  quel- 
conque. (21  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  a  étendu  aux  complexes  de  droites  les 
rcclierclies  exposées  dans  ses  Mémoires  sur  les  formes  binaires  et 
sur  les  formes  ternaires,  et  publiées  dans  les  volumes  précédents 
du  Giornale. 

Studwicka  (F.).  —  Sur  le  Calcul  des  opérations.  (3  p.) 

Besso  (D.).  —  Sur  quelques  ijitégrales  doubles.  (i4  p-) 
Les  intégrales  considérées  par  l'auteur  sont 


et 


r     j     Y(x'+x')dxdr, 


Lemoywe  (G.).  —  Sur  un  problème  de  partition  relatif  à  cer- 
taines fonctions  symétriques.  (4  p-) 

L'auteur  s'occupe  de  cette  question  :  Étant  données  certaines 
fonctions  symétriques,  déterminer  de  combien  de  manières  on  peut 
les  partager  en  un  nombre  donné  de  fonctions  de  la  même  nature. 

FuoRTES  (J.).  —  Les  sections  planes  du  tore.  (1  p.) 

Flortes  (J.).  —  Sur  les  courbes  et  sur  les  surfaces  du  2'  ordre 
qui  divisent  harmoniquement  des  segments  donnés.  (5p.) 

Solution  géométrique  du  problème. 

Beltkami  (E.).  —  Du  jjiouuemejit  géométrique  d'un  solide  qui 
roule  sur  uji  autre  solide.  (i3  p.) 

L'auteur  montre  l'application  d'un  de  ses  théorèmes  à  la  recher- 
che des  formules  fondamentales  pour  traiter  le  problème  cinéma- 
tique du  mouvement  d'un  solide  sur  un  autre,  considéré  par 
INIM.  Thomson  et  Tait  dans  leur  Traité  de  Philosophie  naturelle. 
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Jordan  (C).  —  Note  sur  In  théorie  des  substitutions .  (i  p.^  fr.) 

ToGNOLi  (O.).  —  Rectification  à  quelques-unes  de  ses  recher- 
ches. (2p.) 

Besso  (D.).  —  Sur  quelques  intégrales  déjinies.  (9  p.) 
Les  intégrales  considérées  sont 

sinaz      -,  f    cosaz 

e-p*  dz ,       /      e-^^  dz , 

,2  Ji         z 

et  d'autres  analogues. 

ToRELLi  (G.\  —  Le  théorème  de  pii'iani  sur  la  pseudosphère. 

ToRELLi  (G.).  —  Sur  quelques  séries.  (3  p.) 
Séries  provenant  de  l'intégrale 


J^2                   i  +  sinw   , 
COSTCO  log — —  «&). 
0                  °i  — sinw 


Battaglim  (G.).  —  Sur  la  composition  des  forces.  (3  p.) 
L'auteur   établit  les   formules  pour  la  composition  des  forces, 
en  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,   et  suivant 
les  dernières  idées  géométriques  et  mécaniques  de  Plûcker. 

Beltrami  (E.).  —  Sur  la  surface  de  révolution  qui  sert  de  type 
aux  surfaces pseudosphériques.  (i3  p.) 

L'auteur  rassemble,  dans  cet  article,  plusieurs  théorèmes  rela- 
tifs à  la  surface  de  révolution  ayant  pour  méridien  la  courbe  aux 
tangentes  de  longueur  constante. 


Besso  (D.).  —  Sur  la  sériey  -, '- (5  p. 


Weyr  (Em.).  —  Sur  les  im^olutions  de  degré  quelconque.  (5  p.) 

L'auteur  considère,  en  particulier,  l'involution  d'ordre  71  qui  a 
deux  éléments  n-uples. 

Fi  GRE  (V.).  —  Démonstration  d'une  transformation  de  déter- 
minants, (i  p.) 
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Vecchio  (A.^.  —  Sui-  les  équations  transcendantes,  (i  p.) 
L'auteur  considère   l'équation  /\x  cosx  -\-  (3x^  —  4)  sin  x  =  o. 
Battaglini  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  moments .  (6  p.) 
L'auteur,  suivant  la  méthode  employée  dans  la  Note  précédente 
Sur  la  composition  des  forces,  démontre  les  propriétés  relatives 
aux  moments,  découvertes  par  Mobius,  Poinsot  et  Cliasles. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  séries  de  systèmes  de  forces,  [y  p.) 
Dans   cette  Note,   suivant  la  méthode  des  précédentes,  l'auteur 

discute  les  propriétés  des  systèmes  de  forces  dont  les  coordonnées 

sont  d'une  certaine  forme  particulière. 

SiAcci  (F.)  et  Weyr  (Em.).  —  Questions  à  résoudre.  (2  p.) 


MONATSBERICHTE    der    Koniglich  Preussischen   Akademie    der   Wissen- 

SCHAFTEN  ZU  BeRLIN  ('). 

Année  1870. 

KosTKA.  —  Sur  la  détermination  des  figures  ellipsoïdales 
d' équilibre  d' une  masse  fluide  homogène,  tournant  autour  d'un 
axe  fixe,  étant  donnés  sa  densité  et  le  temps  de  sa  révolution. 
(10  p.) 

M.  Richelot  écrit  à  l'Académie,  en  lui  envoyant  ce  travail  : 

«  Il  n'existe  jusqu'ici,  à  ma  connaissance,  aucune  méthode  con- 
venable et  sûre  pour  calculer  les  rapports  des  axes  de  l'ellipsoïde 
d'équilibre  à  trois  axes. 

»  C'est  ce  qui  m'a  engagé,  au  commencement  de  l'année  1868,  à 
proposer  à  l'auteur  de  cette  Note,  un  de  mes  éJèves  les  plus  dis- 
tingués, que  j'avais  initié,  pendant  ses  études  universitaires,  à  cette 
théorie  et  à  celle  des  fonctions  elliptiques,  le  problème  de  cher- 
cher une  telle  méthode  d'approximation,  et  d'essayer  cette  méthode 
sur  le  résultat  que  l'éminent  disciple  de  Jacobi,  qui  s'est  le  plus 
illustré  dans  cette  étude,  a  trouvé  en  quelque  sorte  sous  les  aus- 
pices de  son  immortel  maitre,  et  que  tous  les  géomètres  ont,  de- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  187. 
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puis,  adopté  comme  exact.  Je  veux  parler  du  rapport  d'axes  cor- 
respondant à  la  vitesse  de  rotation  de  notre  planète,  que  M.  O.  Meyer 
a  donné  pour  la  première  fois  dans  le  tome  24  du  Journal 
de  Crelle^  sans  faire  connaître  la  méthode  de  calcul.  Ne  connais- 
sant pas  cette  méthode,  j'ai  longtemps  élevé  des  doutes  contre  le 
mode  de  calcul  indiqué  par  Jacobi  et  Meyer,  et  considéré  les  résul- 
tats comme  inexacts. 

»  M.  Kostka  a,  sous  ce  rapport,  pleinement  justifié  mes  prévi- 
sions. La  méthode  d'approximation  qu'il  a  inventée,  et  qu'il  m'a 
communiquée  la  même  année,  m'a  paru  sûre  et  commode  ;  mais 
elle  donnait,  pour  l'exemple  en  question,  des  résultats  en  complet 
désaccord  avec  ceux  que  l'on  connaissait. 

»  L'importance  du  sujet,  ainsi  que  l'originalité  du  procédé,  m'ont 
engagé  à  proposer  à  M.  Kostka  de  vérifier  ses  résultats  par  une 
méthode  dillërente.  A  la  suite  de  cela,  il  a  découvert  une  autre  mé- 
thode plus  simple.  C'est  cette  méthode  dont  je  vous  prie  de  pré- 
senter à  l'Académie  l'extrait  suivant,  qui  en  renferme  les  points  les 
plus  essentiels.  —  Kônigsberg,  le   3o  janvier   1870.   —   F.  Ri- 

CHELOT.    » 

Gerhardt.  —  Sur  l' Histoire  de  V Algèbre  en  Allemagne. 
(2^  Partie.)  (i3  p.) 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  publiée  en  1867  [Monats- 
hericlite,  p.  38  et  suiv.),  l'auteur  a  tracé,  d'après  les  documents 
imprimés,  le  tableau  des  commencements  de  l'Algèbre  en  Allema- 
gne. Dans  ce  second  article,  il  s'occupe  de  la  solution  des  questions 
qui  restent  à  traiter  :  A  quelle  source  ont  puisé  les  premiers  algé- 
bristes  allemands,  Henricus  Grammateus  (Schreyber),  d'Erfurt,  et 
Christoir  Rudollï",  de  Jauer  ?  Se  sont-ils  rattachés  aux  auteurs  arabes 
ou  italiens  ?  Qu'ont-ils  produit  par  eux-mêmes  "^ 

Il  résulte  des  recherches  de  M.  Gerhardt  que  Rudolff  a  senti  le 
premier  jusqu'à  quel  point  l'établissement  de  la  science  dépend  du 
choix  d'une  bonne  notation.  C'est  à  lui  que  l'on  doit  l'introduction 
des  signes  4-,  — ,  v'  ^  et  il  doit  être  regardé  comme  le  fondateur  du 
langage  des  signes  algébriques. 

Helmholtz  (H.). —  Nouvelles  expériences  sur  la  vitesse 
de  propagation  de  l' excitation  dans  les  nerfs  moteurs  de 
l'homme.  (9  p.) 
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PoGGENDOTiFF.  —  Sur  quelqiies  pro/)riétes  nowelles  et  l'emar- 
quabîes  des  conducteurs  diamétraux  dans  la  machine  électrique^ 
et  sur  une  nouvelle  machine  double  de  cette  nature,  fondée  sur 
ces  propriétés.  (36  p.,  i  pi.) 

KuMMER.  —  Sur  la  représentation  la  plus  simple  des  nombres 
complexes  formés  avec  les  racines  de  l'unité,  que  V on  puisse  obte- 
nir en  multipliant  par  les  unités.  (i3  p.) 

Du  Bois-Reymojvd.  —  addition  à  son  Mémoire  sur  le  mouve- 
ment apériodique  des  aimants.  (32  p.) 

KuMMER.  —  Sur  les  nombres  complexes  formés  avec  les  ra- 
cines 3i^"'"  de  l'unité.  (12  p.) 

ScHwARz  (H. -A.)  —  Sur  l' intégration  de  l'équation 
d"^  u        d''u. 

sous    des    conditiojis    données   de  limites   et    de   discontinuités. 

(29  P-) 

En  1866,  M.  Weierstrass  a  communiqué  à  l'Académie  de  Berlin 
un  travail  sur  la  représentation  conforme  d'une  aire  simplement 
connexe  T  sur  la  surface  S  d'un  cercle  ou  sur  la  surface  E  d'un 
demi-plan,  dans  le  cas  où  le  contour  de  l'aire  T  est  formé  de  lignes 
droites  ou  d'arcs  de  cercles.  Dans  le  cas  général,  la  solution  de  ce 
problème  de  représentation,  dans  l'iiypotlièse  où  il  est  susceptible 
d'une  solution,  a  été  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  dilfé- 
rentielle  ordinaire  et  à  la  détermination  d'un  nombre  fini  de  con- 
stantes. M.  Schwarz  est  parvenu,  non-seulement  à  donner  une 
réponse  générale  à  la  question  de  la  possibilité  de  la  détermination 
des  constantes,  mais  encore  à  démontrer  rigoureusement  les  théo- 
rèmes généraux  énoncés  par  Pucmann  dans  sa  Dissertation  i/iaugu- 
/•rt/e  et  dans  sa  Théorie  des  fonctions  abéliennes,  sur  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d-  u       d'^  a 

dans  des  conditions  données  de  limites  et  de  discontinuités. 

KuMMER.  —  Sur  une  propriété  des  unités  des  Jiombres  com- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  2o3 

plexes  formés  avec  les  racines  de  l'équation  «''=],  et  sur  le  se- 
cond  facteur  du  nombre  de  classes.  (  2J  p.) 

Les  unités  des  nombres  complexes,  abstraction  faite  des  racines 
simples  de  l'unité  qui  peuvent  y  entrer  comme  facteurs,  sont  tou- 
jours des  quantités  réelles.  Si  l'on  considère  une  quelconque  de  ces 
unités  avec  toutes  ses  conjuguées,  on  obtient  une  série  de  quantités 
réelles,  qui  seront  généralement  en  partie  positives,  en  partie  néga- 
tives, mais  qui,  dans  le  cas  particulier  où  l'unité  donnée  est  un 
carré,  seront  nécessairement  toutes  positives.  Ici  se  présente  la 
question  de  savoir  si,  réciproquement,  toutes  les  unités  qui  ont  la 
propriété  d'être  positives  ainsi  que  toutes  leurs  conjuguées  sont  né- 
cessairement des  carrés  parfaits  d'unités,  ou,  dans  le  cas  contraire, 
sous  quelles  nouvelles  conditions  elles  deviennent  des  carrés.  L'au- 
teur étudie  cette  question  pour  les  nombres  complexes  formés  avec 
des  racines  X'*^"^^  d'unités.  Cette  question  oifre,  d'ailleurs,  un  inté- 
rêt spécial,  en  ce  que  sa  solution  donne  une  nouvelle  propriété  du 
second  facteur,  difficilement  calculable,  du  nombre  de  classes,  sa- 
voir :  une  condition  de  sa  divisibilité  par  2. 

Kronecker    (L.)    —    Exposition    de    quelques   propriétés   du 
nombre  de  classes  des  nombres  complexes  idéaux.  (9  p.) 
Remarques  au  sujet  du  Mémoire  précédent. 

Klein  (F.)  et  Lie  (S.  )  —  Sur  les  courbes  aux  tangentes  princi- 
pales de  la  surface  du  4*^  degré  de  Kummer  à  16  points  singu- 
liers. (9  p.) 

Cette  Note  a  été  analysée  dans  le  Bulletin,  t.  II,  p.  72. 

Année  1871. 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  des  actions 
électrodjnannques .  (6  p.) 

Bernstein  (J.).  —  Sur  les  oscillations  électriques  dans  les  con- 
ducteurs rectilignes  après  l' ouverture  d'un  courant  fermé .  (8p.) 

P0GGENDORFF.  —  Essai  d'une  théorie  de  la  machine  électrique 
double.  (22  p.) 

Spôrek.  —  Observations  des  protubérances  solaires,  du  21  mai 
au  S  octobre  1871.  (24  p.) 


2o4  BULLETIN  DES  SCIENCES 

TIJDSCHRIFT  voor  reken-,  stel-  en  meetkunde,  uitgegeven  van  wege  de 
Geweslelijke  Vereeniging  Noord-Hulland  van  het  Nederlandsch  Onderwijzers- 
Genootschap.  Onder  redactie  van  J.  Acquoy,  H.-W.  Bloem,  D.-W.  Hinse  en 
A.  VAN  Otterloo.  —  Te  Amsterdam,  bij  A.  Hoogenboom  ^'). 

Le  contenu  de  ce  Journal,  dont  la  vingtième  année  est  en  cours  de 
publication,  se  compose,  comme  plusieurs  autres  recueils  hollandais, 
de  problèmes  proposés  et  résolus  par  les  abonnés,  et  se  rapportant 
exclusivement  aux  matières  mentionnées  dans  le  titre.  Les  énoncés 
sont  publiés  à  l'avance  sur  des  feuilles  séparées,  pour  que  les  colla- 
borateurs aient  le  temps  d'ajouter  d'autres  solutions  à  celle  qu'a 
dû  envoyer  l'auteur  de  chaque  question.  La  rédaction  classe  les 
pièces  reçues,  et  publie  celles  des  solutions  qu'elle  considère  comme 
les  meilleures. 

Voici  quelques-uns  des  derniers  énoncés,  dont  les  solutions  de- 
vaient être  envoyées  à  la  rédaction  avant  le  8  novembre  dernier. 

Trouver  un  nombre  /z,  divisible  par  6,  lo  et  12,  et  tel  que  le  6^, 
le  10®  et  le  12^  coefficient  binomial  de  la  ji^^"^'^  puissance  soient  di- 
visibles par  n. 

Sur  les  côtés  d'un  triangle  quelconque  ABC,  et  vers  V intérieur 
de  ce  triangle,  on  construit  trois  triangles  équilatéraux«BC,  Z»CA, 
cAB.  Démontrer  que  les  trois  droites  «A,  èB,  cC  sont  d'égale  lon- 
gueur, et  qu'elles  se  coupent  en  un  même  point,  par  lequel  passent 
aussi  les  trois  cercles  circonscrits  aux  trois  triangles  équilatéraux. 

Résoudre  l'équation 

[x  -\-  a){x  -^  a  ^h)[x  +  a  -\-'îb){x  ■+  a  -h2>h)^=c. 

5  5. II  D.IT.in 

Trouver  la  somme  de  la  séine 1 '■ — -  H '- — 5 — —  + .  • . . 

17        17 . 20        17 . 20. 29 

Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à 
deux  cercles  donnés  des  tangentes  qui  soient  dans  un  rapport 
donné  ? 

Un  négociant  vend  une  partie  de  café,  \  à  0*^70,  |  à  o'^',75,  \  à 
0*^^,77,  et  le  reste  à  o'*,95  le  kilogramme.  Son  gain  sur  les  deux  der- 
nières portions  est  2,16  fois  aussi  grand  que  le  gain  fait  sur  les 


(')  Journal  d'Arithnétiqtie,  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  publié  par  l'Union  occi- 
dentale Noord-Hollaiid  de  l'Association  des  professeurs  néerlandais.  Parait  chaque 
trimestre  par  livraisons  d'une  feuille  in-8°.  Prix  de  l'abonnement  pour  un  an  :  ^-florin. 
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deux  premières,  et  le  bénéfice  total  est  i58  florins^  calculer  les 
quantités  vendues  et  le  prix  d'achat. 

Dans  un  triangle  donné  ABC,  mener  une  ligne  DE,  rencontrant 
la  base  AB  sous  un  angle  donné,  et  telle  que  le  rapport  des  aires 
des  triangles  ABC,  DBE  soit  égal  à  celui  de  m  à  n. 


ZEITSCHRIFT   fur  mathematischen  uxd   naturwissenschaftlichen  Unter- 

RICHT  (  '  ) . 

3"  Année,  1872. 

Krumme.  —  Sur  V Analyse  spectrale.  (10  p.) 

HoppE.  —  La  notion  exacte  et  simple  de  V infini,  et  son  emploi 
dans  les  Mathématiques  élémentaires  et  supérieures.  (8p.) 

L'auteur  redresse  les  fausses  notions  qui  règnétit  encore  sur  les 
infiniment  petits  et  les  infiniment  grands,  en  rappelant  que  ces 
quantités  sont  essentiellement  des  variables,  susceptibles  de  valeurs 
quelconques,  et  que  leur  rôle  consiste  dans  la  détermination  de 
certaines  valeurs  limites  par  le  procédé  d'exliaustion. 

Wagker  (H.).  —  Sur  la  cause  principale  du  peu  de  succès  de 
l'enseignement  géographicjue  dans  les  écoles  supérieures  d' Alle- 
magne. (19  p.) 

Cet  enseignement,  quoique  supérieur  à  ce  qu'il  est  chez  les  na- 
tions voisines,  ne  donne  pas,  à  ce  qu'il  parait,  tous  les  résultats 
qu.'on  avait  le  droit  d'en  attendre.  La  faute  en  est,  suivant  l'auteur, 
au  manque  de  professeurs  préparés  par  une  instruction  spéciale  à 
cet  enseignement  dont  l'objet  est  aussi  vaste  qu'important  et  qui, 
bien  dirigé,  devrait  servir  de  point  de  raccordement  à  toutes  les 
autres  branches  d'études.  Il  serait  à  souhaiter  que  ces  idées  si  justes 
fussent  appliquées  à  l'organisation  de  l'enseignement  géographique 
en  France. 

Hoffmann  (J.-C.-V.).  —  Les  principes  du  P*"  Liwre  des  Elé- 
ments d' Euclide.  (3op.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  48. 
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L'auteur  reproche  aux  premières  définitions  d'Euclide  d'être  pu- 
rement négatives,  et  partant  de  ne  pas  donner  une  idée  claire  de 
l'objet  défini.  Nous  ne  pouvons  partager  sur  ce  point  les  idées  du 
savant  rédacteur.  Les  entités  sur  lesquelles  repose  la  vraie  Géomé- 
trie, la  Géométrie  abstraite,  sont  par  leur  nature  insaisissables  à 
notre  intelligence.  Ce  sont  de  pures  créations  de  notre  esprit,  aux- 
quelles nous  avons  été  conduits  en  dépouillant  les  objets  étendus 
que  nous  avons  sous  les  yeux  d'une  partie  des  conditions  essen- 
tielles de  leur  existence  réelle,  et  il  ne  nous  reste  que  des  concep- 
tions idéales,  entièrement  négatives,  qui  sont  les  représentants 
symboliques  de  l'ensemble  de  propriétés  que  nous  y  rattachons .  La 
combinaison  de  ces  propriétés  par  voie  déductive  constitue  la  Géo- 
métrie. Le  but  des  définitions  est  d'indiquer  d'abord  cjuels  sont  les 
objets  réels  qui  nous  ont  fourni  la  concejîtion  des  objets  idéaux,  et 
ensuite  quelles  sont  les  propriétés  dont  l'abstraction  a  dépouillé  ces 
objets  réels  pour  les  rendre  susceptibles  de  mesures  rigoureuses. 
Ce  but  nous  semble  atteint  dans  la  plupart  des  définitions  d'Euclide, 
parmi  lesquelles  il  s'en  trouve  aussi  quelques-unes  qui  n'ont  pas 
toute  la  clarté  désirable,  celles,  par  exemple,  de  la  droite  et  du  plan. 
On  a  beaucoup  discuté  sur  la  définition  de  l'angle.  11  nous  semble 
que  tout  ce  qu'on  peut  dire  là-dessus,  c'est  que  l'angle  est  une 
quantité  sui  generis,  indéfinissable  au  moyen  d'autres  quantités,  et 
dont  nous  pouvons  seulemeiit  nous  faire  une  idée  en  faisant  tourner 
une  ligne  autour  d'un  de  ses  points  dans  un  plan.  C'est  cette  consi- 
dération de  la  rotation  qui  seule  peut  éclaircir  la  notion  du  tour,  du 
demi-tour  et,  par  suite,  de  l'angle  droit.  Si  Euclide  l'eût  employée, 
il  n'eût  pas  démontré  d'une  manière  aussi  embarrassée  (Prop.  XIII) 
que  les  deux  parties  d'un  demi-tour  valent  ensemble  autant  que 
deux  quarts  de  tour. 

La  définition  qu'Euclide  donne  des  parallèles  nous  parait  suffi- 
sante; c'est  la  seule  qui  puisse  convenir  à  un  enseignement  élémen- 
taire, l'idée  de  droites  dont  le  j)oint  de  rencontre  s'éloigne  à  l'in- 
fini ne  pouvant  être  bien  comprise  que  par  un  esprit  déjà  familier 
avec  la  notion  si  délicate  de  limite. 

Parmi  les  axiomes  [yoivxi  twoiat'j^  quelques-uns  (VIII  et  IX)  sont 
des  définitions  de  mots.  L'axiome  XII  est  un  complément  de  la  dé- 
finition de  la  ligne  droite.  Quant  au  célèbre  axiome  XI,  objet  de 
tant  de  conti'overscs,  on  devrait  dire  simplement  qu'il  exprime  une 
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propriété  que  l'expérience  nous  a  conduits  à  ajouter  à  celles  que 
nous  avons  attribuées  déjà  à  l'objet  idéal  appelé  ligne  droite,  mais 
dont  la  négation  ne  serait  nullement  contradictoire  à  ces  autres 
propriétés.  Ce  dernier  fait,  démontré  avec  la  plus  parfaite  rigueur 
par  Gauss,  Lobatchefsky  et  J.  Bolyai,  ainsi  que  par  les  recherches 
d'un  autre  ordre  des  analystes  contemporains,  nous  fournit  sur  la 
dépendance  mutuelle  des  vérités  géométriques  des  données  qui 
doivent  intéresser  tout  esprit  philosophique,  et  qui  ne  peuvent 
manquer  de  réagir,  un  jour  ou  l'autre,  sur  les  méthodes  mêmes  d'en- 
seignement de  la  Géométrie.  Aussi  avons-nous  peine  à  comprendre 
le  dédain  que  professe  M.  Hoffmann  pour  ces  belles  et  intéressantes 
recherches. 

Reidt.  —  Sur  quelques  méthodes  de  résolution  en  Trigono- 
métrie plane .  (7  p.) 

ZiEGLEu.  —  Tliéorie  simple  de  la  projection  stéréographique . 

(4  p.) 

HippAuf  (H.).  —  Solution  du  problème  de  la  trisection  au 
moyen  de  la  conchoïde  à  base  circulaire.  (26  p.,  i  pi.) 

KoBEK  (J-)-  —  Sur  l'injini  et  sur  la  nouvelle  Géométrie. 

Cet  article,  comme  plusieurs  autres,  publiés  dans  le  même  vo- 
lume par  MM.  Schlegel,  Becker,  Hoffmann,  Zerlang,  etc.,  est 
relatif  à  une  controverse  soulevée  par  M.  R.  Sturm,  à  propos  de  la 
notion  de  l'infini,  que  ce  dernier  voudrait  introduire  dans  l'ensei- 
gnement de  la  Géométrie  élémentaire  et  dans  la  définition  même 
des  parallèles. 

S.  E.  —  Analyses  des  Mémoires  de  MM.  Becker  (*)  et  Ro- 
sAKEs  (^),  sur  les  fondements  des  idées  géométriques.  (3  articles, 
ensemble  25  p.) 

Le  travail  de  M.  Becker  est  l'oeuvre  d'un  disciple  et  d'un  admi- 
rateur de  Kant,  et  c'est  au  point  de  vue  du  grand  métaphysicien 
qu'il  combat  les  idées  de  Gauss  et  de  Riemann  sur  l'espace.  Nous 


(')  Becker  (J.-C.)  :  Abhandlungen  ans  dem  GrenzgebieCe  der  Mathematik  und  Phi- 
losophie. —  Zurich,  1870.  In-8°,  62  p. 

(')  RosANEs(J.)  :  Ueber  die  neuesten  Vntersuchiingen  in  Belreff  unsrer  Anschauung 
voin  Raume. —  Breslau,  1871.  In-8°,  20  p. 
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ue  suivrons  pas  M.  Becker  sur  un  terrain  qui  n'est  pas  le  nôtre, 
convaincu  d'ailleurs  que  la  Géométrie  n'a  rien  à  emprunter  aux 
idées  a  priori,  si  ce  n'est  les  procédés  logiques  qu'elle  emploie 
comme  toutes  les  autres  sciences.  Comme  science  abstraite,  elle 
repose  sur  des  hypothèses  dont  le  choix  a  été  déterminé  uniquement 
par  les  données  de  l'expérience,  et  ces  hypothèses  étant  préalable- 
ment admises  et  reconnues  compatibles  entre  elles,  la  Géométrie 
sera  absolument  vraie,  pourvu  que  l'on  raisonne  conformément 
aux  règles  de  la  logique,  et  cela  indépendamment  des  applications 
au  monde  réel  dont  cette  Géométrie  sera  susceptible. 

Il  nous  semble  que  l'on  abuse  du  mot  intuition  [^nschauung)^ 
que  l'on  emploie  pour  désigner  un  moyen  de  connaître  qui  ne  se- 
rait ni  le  raisonnement  a  priori  ni  l'expérience.  Ce  qu'on  appelle 
intuition,  au  moins  dans  l'application  à  la  Géométrie,  n'est  en  réa- 
lité que  l'expérience  faite  une  première  fois  au  moyen  du  sens  de 
la  vue  et  reproduite,  en  l'absence  de  l'objet,  à  l'aide  de  la  mémoire, 
qui  nous  rappelle  les  formes  observées  et  nous  permet  de  les  com- 
biner de  toutes  les  manières  possibles.  Aussi  l'intuition  ne  peut- 
elle  nous  servir  de  guide  pour  l'étude  d'un  espace  dont  les  lois 
seraient  autres  que  celles  de  l'espace  que  nous  sommes  habitués  à 
contempler. 

Le  Mémoire  de  M.  Rosanes,  au  contraire,  est  un  exposé  élémen- 
taire des  idées  émises  par  Riemann,  dans  son  célèbre  Mémoire 
posthume  :  Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géo- 
métrie. Malgré  les  critiques  de  M.  S.  E.,  nous  croyons  que  M.  Ro- 
sanes a  rendu  un  service  aux  géomètres,  en  contribuant  à  éclaircir 
les  recherches  si  profondes  de  Riemann ,  dont  les  travaux  de 
MM.  Beltrami,  Christofïel,  Klein,  Lipschitz,  etc.,  font  de  plus  en 
plus  ressortir  la  haute  portée.  Ici  l'intuition  n'a  plus  de  rôle  à 
jouer,  et  les  critiques  soulevées  en  son  nom  ne  peuvent  qu'être 
impuissantes, 

BoDE  (J.).  —  La  force  centripète  et  la  force  déviatrice  des 
courbes  fixes,  exposées  en  vue  de  l' enseignement  de  la  Physique. 
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VVERKEN,  uiTGEGEVEN  DOOR  HET  WiSKUîsDiG  Genootschap  :  Ecii  onvermoeiilc 
arbeid  hoint  ailes  te  hoven.  —  Amsterdam  ('). 

La  Société  Mathématique  d'Amsterdam,  fondée  en  1778,  n'a 
cessé,  depuis  cette  époque,  de  produire  une  série  de  volumes,  dont 
l'ensemble  forme  le  plus  riclie  et  le  plus  varié  de  tous  les  Recueils 
d'exercices  de  Matliématiques  que  nous  connaissions.  Nous  croyons 
utile  d'appeler  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  cette  collection  trop 
peu  connue,  et  qui  peut  être  d'un  grand  secours  pour  l'enseigne- 
ment. 

D'après  les  règlements,  les  Membres  de  cette  Société  envoient  au 
Bureau  des  énoncés  de  théorèmes  ou  de  problèmes  accompagnés 
des  démonstrations  ou  des  solutions.  Le  Bureau,  après  examen, 
publie  d'abord  les  énoncés,  et  tous  les  Membres  sont  invités  à  en- 
voyer leurs  réponses,  qui  sont  comparées  à  celles  des  auteurs^  les 
plus  satisfaisantes  sont  imprimées  dans  les  Recueils  de  la  Société. 

Outre  cela,  la  Société  propose  chaque  année  des  sujets  de  prix, 
et  publie  les  pièces  couronnées.  Elle  fait  paraître  aussi  des  Recueils 
de  Mémoires  originaux  et  de  pièces  relatives  à  l'histoire  de  la 
Science.  Enfin  elle  a  fait  imprimer  à  ses  frais  quelques  Ouvrages 
séparés. 

Plusieurs  des  volumes  de  cette  importante  collection  sont  devenus 
très-rares.  \'oici  la  liste  de  ceux  que  nous  avons  pu  jusqu'ici  nous 
procurer. 

1.  TVishunstige  'verlustigmg ,  in  eene  aaneenschakeling  van 
uitgeleezene  'voorstellen,  met  derzelver  onthindingen.  Door  het 
Genootschap  der  niathematische  JVetenscliappen,  onder  despieuh  : 
Een  onvennoeide,  etc.  (Récréations  mathématiques,  en  une  suite 
de  propositions  choisies,  avec  leurs  solutions;  par  la  Société  des 
Sciences  mathématiques,  sous  la  devise  :  Een  oïn^ermoeide,  etc.). 
—  1793-1790  ;  2  vol.  in-S". 

2.  MengelwerJi  "van  uitgeleezene  eji  andere  wis-  en  natuur- 
kundige  vevhajidelingen,  doorhet  Genootschap,  etc.  (INIélanges  de 
Mémoires  choisis  et  autres  de  Mathématicjues  et  de  Physique,  par- 
la Société,  etc.).  —  1796;  2  vol.  in-8°. 

(')  Publications  de  la  Société  Mathématique  ayant  pour  devise:  Een  onvermoeidc, etc. 
(un  travail  opiniâtre  vient  à  bout  de  tout).  —  Amsterdam. 
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I.  Sauveur  (trad.  par  Strabhe)  :  Construction  des  carrés  magiques.  —  Vryer: 
Principes  de  Mécanique.  —  Bolten  :  Sur  les  écluses.  —  De  Gelder:  Transforma- 
tion des  racines  d'une  équation.  —  Breevih  :  Calcul  des  probabilités. 

II.  Bangma  Qi  Ae/y^rr  ;  Construction  géométrique  de  Glenie.  Interpolation  des 
suites.  —Strabhe  :  Résolution  numérique  des  équations.  —  Bangma  :  Proposi- 
tions importantes  sur  le  cercle.  Développement  de  u^^  log.r,  sin.r,  etc.  — 
Schrôder  et  van  Hemert  :  Sur  la  règle  de  Neper.  —  Schrôder  :  Théorie  de  la 
ligne  droite  appliquée  à  la  Trigonométrie.  —  Schmidt  :  Équations  identiques, 
coefficients  indéterminés,  suites  arithmétiques,  etc. 

3.  Eerste  beginselen  der  Fluxie-Rehening .  Behelzende  eene 
duideljhe  verklanrmg  van  der  gronden  deezer  voortreffeljhe 
weetenscJiap ,  henevens  liaare  toepassing  en  gebruik  in  onder- 
scheideine  deelen  der  Wishunde .  Door  Arnoldus  Bastîaan  Strabbe, 
juatheniaticiis  en  wjnroeijer  te  jlmsterdam.  (Premières  notions 
du  Calcul  des  fluxions,  contenant  une  exposition  claire  des  prin- 
cipes de  cette  science  excellente,  avec  ses  applications  et  son  usage 
dans  diverses  branches  des  Mathématiques.  Par  A.-B.  Strabbe, 
mathématicien  et  jaugeur  à  Amsterdam),  —  1798^  in-S**  (336  p., 
10  pi.). 

A.  T^erzameling  van  wishiindige  voorstellen,  door  de  leden 
van  het  JViskiuidige  Genootschap,  onder  de  zinspreuh  :  Een,  etc., 
clkander  tôt  onder  Linge  oefening  opgegeven.  (Recueil  de  ques- 
tions mathématiques,  proposées  mutuellement  comme  exercice  par 
les  Membres  de  la  Société  mathématique,  sous  la  devise  :  Ee?i,  etc.). 

—  1820-1836;  6  vol.  in-S''. 

0.  T^erzameling  van  nieawe  wishiindige  voorstellen,  door  de 
leden,  etc.  (Recueil  de  aouvelles  questions  mathématiques,  pro- 
posées, etc.).  —  1841-1846;  2  vol.  in-8. 

6.  Nieuwc  wis-  en  natuiirkiindige  verliandelingen  van  het  Ge- 
nootschap, te  Amsterdam,  ter  spreiike  voerende  :  Een,  etc.  (Nou- 
veaux Mémoires  de  Mathématiques  et  de  Physique  de  la  Société 
d'Amsterdam,  portant  pour  devise  :  Een,  etc.).  —  i844-i85i; 
2  vol.  in-8°. 

Chaque  volume  se  compose  de  deux  Parties  :  1°  INIénioires  origi- 
naux; 2°  Pièces  couronnées.  Voici  les  titres  des  Mémoires  : 

1.  Huguenin  :  Développement  de  quelques  fonctions  et  séries  trigonométriques. 

—  Schmidt  :  Propriétés  du  triangle  rectiligne.  —  Bangmn  :  Propriété  jusqu'ici 
inaperçue  du  cercle.  —  Lobatto:  Développement  des  dérivées  au  moyen  des  dif- 
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dx 


férences,  et  vice  versa.  Intégration  de  la  différentielle  — = 

y/j^  -+-  txx^  -(-...  H-  â' 

L'ellipse  considérée  comme  section  du  cylindre.  —  Badon  G/iijûe/i  :  ThéorèraQ 
de  Sturm.  —  Rammclman  Elsevier  :  Intersection  et  contact  des  cercles.  — 
Ulman  :  Cercle  tangent  à  trois  autres.  —  Badon  Ghijben  :  Même  sujet.  — 
i^z-o^^'c/- ;  Mesure  des  poutres,  des  colonnes,  etc.  —  Ottema  :  Goniométrie  d'après 
Ptoiémée. 

II.  Fan  Blanhen  :  Calcul  des  variations.  Mouvement  d'un  point  attiré  en  rai- 
son inverse  du  cube  de  la  distance.  —  Stamhart  ."Mouvement  de  la  toupie.  — 
Lobatto  :  Formule  simple  pour  le  volume  et  le  centre  de  gravité  d'une  classe 
étendue  de  corps.  —  Baehr:  Propriété  dynamique  d'une  certaine  classe  de  pyra- 
mides triangulaires.  —  Stanikart  :  Cubature  de  quelques  solides. 

7.  Kerslagen  van  het  xwrhaiidelde  op  de  wetenschappelijhe  ver- 
gaderingen  van  het  Tf'isJiundig  Genootschap  onder  de  spreuk  : 
Een,  etc.,  gehouden  gedurende de  Tf^intermaanden  van  de  Jaren 
1842-1802,  door  de  Leden,  te  Amsterdam.  (Comptes  rendus  des 
réunions  scientifiques  de  la  Société  Mathématique  sous  la  devise  : 
Een,  etc.,  tenues  par  les  iNIembres  pendant  les  mois  de  décembre 
des  années  1842-1852,  à  Amsterdam).  —  18565  i  vol.  in-8". 

8.  Verzanieling  van  wiskanstige  opgaven,  door  de  leden  van 
het  IViskandig  Genootschap^  ter  spreuke  voerende  :  Een,  etc.,  el- 
kander  tôt  onderlinge  oefeni'ng  opgegeven.  (Recueil  de  problèmes 
mathématiques  proposés  mutuellement  comme  exercices  par  les 
Membres  de  la  Société  Mathématique,  etc.).  —  i85o-i8a4i  2  vol. 
in-8°. 

9.  TV^ishunstige  opgaven  met  delzever  ontbindingen,  uitgegewen 
door  de  leden  van  het  T^iskundig  Genootschap  :  Een,  etc.  (Pro- 
blèmes de  Mathématiques,  avec  leurs  solutions,  publiés  par  les 
Membres  de  la  Société  Mathématique,  etc.).  —  1855-18725  in-S". 
—  3  volumes  ont  paru,  le  4'  est  en  cours  de  publication. 

10.  Archief,  uitgegeuen  door  het  W^iskundig  Genootschap,  on- 
der de  zinspreuk  :  Een,  etc.,  te  Amsterdam.  (Archives  publiées 
par  la  Société  Mathématique  sous  la  devise,  etc.).  —  1806-18725 
in-S".  —  2  volumes  ont  paru,  le  3*  est  en  cours  de  publication. 

Pièces  couronnées.  Mémoires,  Comptes  rendus  des  séances.  No- 
tices biographiques.  Voici  le  sommaire  des  parties  publiées  jus- 
qu'ici : 

I.  Lobatto  :  Mouvement  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  Calcul  du  frotte- 
ment dans  quelques  machines.  —  Tedingvan  Berkhout  :  Extraction  d'une  racine 

14. 
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d'un  binôme.  —  Stninhart  :  Représentation  géométrique  du  mouvement  d'un 
corps  dans  l'espace,  d'après  Poinsot.  —  Bierens  de  Huan  :  Sur  quelques  inté- 

grales  définies  de  la  forme    /      ^^ ■;^ — ^'  dx.  Théorie  des  intégrales 

J  o  •^'' 

définies.  —  Baehr  :  Équilibre  d'un  double  cône  sur  deux  lignes  inclinées. 

IL  Fan  de/t  Bcrg  et  Van  Blanken  :  Solutions  des  sujets  de  prix.  —  Lohatto: 
Probabilité  des  résultats  moyens  d'un  grand  nombre  d'observations.  Théorie  de 
la  résolution  des  équations  algébriques.  —  fFitlage  :  Notice  sur  Strabbe.  — 
Teding  van  Berkhout  :  Construction  du  paramètre  d'une  conique.  Résolution 
de  l'équation  du  quatrième  degré,  d'après  Simpson.  —  Stamkart  : 'Ra^i^OTi  entre 
le  prix  d'achat  et  la  prime  annuelle  d'une  assurance  sur  la  vie. 

m.  Bierens  de  Haan  :  Notice  sur  Verdam.  —  Badon  Gliijben  :  Étude  des 
sections  centrales  d'un  ellipsoïde  de  même  aire,  de  même  forme  ou  de  même  ex- 
centricité. —  Fon  Haarst  et  Fersluijs  :  Solutions  des  sujets  de  prix.  —  Rasch  : 
Solution  graphique  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  —  Fer- 
sluijs :  Géométrie  analytique  dans  l'espace,  d'après  les  nouvelles  méthodes.  Ap- 
plication des  déterminants  à  l'Algèbre  et  à  la  Géométrie. 


MÉLANGES. 

EXTRAIT 
DE  SIX  MÉMOIRES  PUBLIÉS  DAXS  LE  JOURNAL  DE  MATUÉMATIQUES  DE  BORCHARDT: 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée    par    l'Auteur.) 


m. 

Reclierches  sur  un  problème  de  calcul  des  variations, 
(jui  renferme  le  problème  de  la  Mécanique  (*). 

Ce  travail  a  pour  objet  le  problème  qui  consiste  à  faire  évanouir 
la  première  variation  de  l'intégrale 


:0  ©=   f\f[x')-^-\}]dt, 


(')  Journal  de  Borchardt,    t.  74,    p.  iiG-i4t. 
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o\xf[dx)  désigne,  comme  précédemment,  une  forme  du /:>"^™^  de- 
gré des  n  différentielles  dxa\  de  plus,  on  a  fait  —7-^  =  a:'„,  et  U  re- 
présente une  fonction  des  Ji  variables  a:„,  ne  contenant  pas  la 
variable  t  explicitement.  En  prenant  la  variation,  on  laisse  inva- 
riables le  système  x^"'  et  le  système  x^,  qui  correspondent  respec- 
tivement au  commencement  et  à  la  fin  de  l'intégration.  D'après  les 
lois  effectives  de  la  Mécanique,  Ia  force  iJwe  d'un  point  matériel 
supposé  en  mouvement  se  mesure  en  multipliant  la  niasse  du  point 
par  le  carré  de  V élément  linéaire  de  sa  trajectoire,  et  divisant  par 
le  carré  de  V  élément  du  temps.  Si  maintenant  les  coordonnées 
des  points  matériels  d'un  système  en  mouvement  sont  désignées 
par  j:„,  et  le  temps  par  t\  si  la  demi -somme  des  forces  vives  de 
tous  les  points  matériels  est  exprimée  par  la  forme  quadratique 
f{x')  des  /i  quotients  dillérenliels  x'a-,  et  que  U  représente  la  fonc- 
tion des  forces  donnée  pour  le  système  matériel,  le  problème  de  la 
variation  de  l'intégrale  0  reviendra  à  formuler  le  problème  de  Mé- 
canique posé  par  Hamilton,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  S'il 
existe,  entre  les  coordonnées  des  points  matériels,  des  équations  de 
condition  ne  contenant  pas  le  temps  f,  ces  équations  se  joindi^ont, 
comme  équations  de  condition,  au  problème  de  calcul  des  variations 
dont  il  s'agit. 

Mais  on  peut  adapter  les  conceptions  de  la  Mécanique  à  l'hypo- 
tlièse  généralisée  sur  la  nature  de  l'espace,  dont  on  a  parlé  dans  le 
Mémoire  I.  Si  l'élément  linéaire,  à  partir  d'un  point  dans  l'espace, 
est  mesuré  par  la  yr>'^™«  racine  d'une  forme  essentiellement  positive, 
j^^^ieme  (Jggi^^^  (Jgs  différentielles  des  coordonnées,  la  force  ijii>e  à' un 
point  matériel  mobile  pourra  se  mesurer,  en  multipliant  la  masse 
du  point  par  la  p'^'"^  puissance  de  l'élément  linéaire  correspondant, 
et  divisant  par  la  p'^"'^  puissajice  de  l'élément  du  temps.  Suppo- 
sons que  les  coordonnées  des  points  matériels  d'un  système  mobile 
soient  les  quantités  Xa  '■>  que  la  ^"^™<=  partie  de  la  somme  des  forces 
vives  de  tous  les  points  matériels,  mesurées  de  la  manière  indiquée, 
soit  la  formey(a:'),  du  yy'^^^  degré,  des  quotients  difîérentiels  x'a\ 
queU  soit  une  fonction  des  seules  quantités  x„,  correspondant  à  la 
fonction  des  forces  :  alors  le  problème  de  la  variation  de  l'inté- 
grale 0  formera  une  généralisation  du  problème  de  la  iMéca- 
jùque,  correspondant  à  l' hypothèse  en  question.  En  même  temps. 
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il  est  établi  que,  si  l'on  donne,  entre  les  coordonnées  des  points 
matériels  du  système  mobile,  des  équations  de  condition  ne  con- 
tenant pas  le  temps,  ces  équations  devront  être  jointes,  comme 
équations  de  condition,  au  problème  de  variations  considéré.  Alors 
on  peut  exprimer  les  coordonnées  des  points  matériels  au  moyen 
d'un  système  convenable  de  variables  indépendantes,  et  introduire 
ces  expressions  dans  les  valeurs  de  la  somme  des  forces  vives,  me- 
surées de  la  manière  indiquée,  et  de  la  fonction  des  forces.  De  là 
résulte  un  nouveau  problème  de  variations,  dont  l'intégrale  se  tire 
également  de  l'intégrale  0,  en  considérant  les  quantités  Xa  comme 
représentant  les  nouvelles  variables  indépendantes,  et  prenant  les 
fonctions  y (x')  et  U  comme  provenant  de  l'introduction  des  nou- 
velles variables  indépendantes,  définies  précédemment. 

Le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  0  donne  lieu  au  sys- 
tème d'équations  dilférentielles 


^àf{x') 
dx„ 

dfix') 

dXa 

d\} 

dt 

dXa 

(2) 

supposons  l'intégration  effectuée  de  manière  que,  pour  f  =  foi  les 
conditions  x^  =  x^°\  .r'„  =  x'^"^  soient  remplies.  On  aura  générale- 
ment l'intégrale 

(3)  {p-r)f{x')-\].^-\\; 

la  forme  f[x')  ne  pouvant  prendre  que  des  valeurs  positives,  la 
constante  H  devra  être  choisie  de  telle  façon  que  la  quantité  U  +  H 
soit  positive  pour  Xa  =  ^L°\  cette  quantité  restant  toujours  positive 
dans  tout  l'intervalle  t  —  t^  supposé  positif.  Si  la  fonction  des 
forces  U  est  nulle,  l'intégrale  0  se  changera  dans  l'intégrale  {9),  I, 
le  système  (2)  dans  le  système  (11),  I,  l'équation  (3)  dans  l'équa- 
tion (i3),  I.  En  même  temps,  la  signification  mécanique  indiquée 
du  problème  de  calcul  des  variations  conduit  aux  deux  propositions 
suivantes,  qui  expriment  des  propriétés  fondamentales  d'un  système 
matériel  mobile  :  Si,  dans  un  s}  stème  matériel  mobile,  la  Jonc- 
tion des  forces  est  égale  à  zéro,  et  qu'entre  les  coordonnées  des 
points  matériels  il  n'existe  aucune  équation  de  condition,  chaque 
point  décrira  mie  ligne  de  plus  courte  distance  conformément  au 
choix  fait  pour  l'élément  linéaire  de  l'espace.  Si,  dans  un  sys- 
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tème  matériel  mobile,  la  fonction  des  forces  est  égale  à  zéro,  et 
qu'entre  les  coordonnées  des  points  matériels  il  existe  des  équa- 
tions de  condition,  indépendantes  du  temps,  et  si,  pour  un  sys- 
tème initial  quelconque  de  coordonnées  et  pour  un  temps  déter- 
miné, les  premiers  quotients  différentiels  des  variables,  pris  par 
rapport  au  temps,  sont  tous  nuls,  la  valeur  de  chacune  des  coor- 
doîinées  restera  invariable  pendant  tout  le  temps,  et,  par  suite,  le 
système  demeurera  en  repOs.  Comme  on  peut  construire  un  sys- 
tème de  IMécanique  sur  les  principes  généralisés  en  question,  il  est 
absolument  inutile  de  tenter  de  démontrer,  sans  lijpotlièse,  les 
principes  effectifs  de  la  Mécanique,  de  même  qu'il  est  inutile,  ainsi 
que  nous  l'avons  remarqué  plus  liant,  de  tenter  de  démontrer,  sans 
hypothèse,  l'axiome  XI  d'Euclide. 

Les  Mémoires  I  et  U  ont  montré  que  le  système  d'équations  dif- 
férentielles (il),  I,  est  d'une  importance  capitale  pour  la  théorie 
de  la  {ovme,f[dx).  On  voit  maintenant  que  le  système  (2)  peut 
être  regardé  comme  correspondant  de  la  même  manière  à  une 
forme  F(rfjc),  qui,  lorsque  la  fonction  U  n'est  pas  égale  à  une  con- 
stante, est  définie  par  l'équation 

(4)  F(rf.;  =  [£<^]'-V«'-), 

et  lorsque  U  est  égale  à  une  constante  ou  à  zéro,  par  l'équation 

(5)  Y[dx)=pf[dx). 
Si,  à  l'aide  de  cette  forme,  on  écrit  l'intégrale 

(6)  R=   Ç\Y[x')ydt, 

et  que  l'on  propose  de  faire  évanouir  la  première  variation  de  cette 
intégrale,  les  valeurs  initiales  x^"^  et  les  valeurs  finales  x^  restant 
invariables,  il  en  résulte  le  système  d'équations  ditiérentielles 

^^^  — dt ^^r~~°' 

qui  est  étroitement  lié  au  système  (2), 
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La  quantité  t  n'entre  que  pour  la  forme  dans  l'intégrale  R,  ainsi 
que  dans  le  système  d'équations  difïérentielles  (y),  en  sorte  que, 
de  ces  ?i  équations,  7^  —  i  ont  pour  conséquence  la  zz'*^™'^.  D'après 
cela,  l'intégration  est  complètement  déterminée  par  la  condition 
que,  comme  dans  (14)5  J?  on  ait,  pour  x^^  =  x[.°\  les  équations 

f  ^  dx  x'^"^ 

1  Cj 

On  a  déjà  remarqué  ci-dessus  que,  si  U  est  égal  à  une  constante,  la 
variable  t  peut  être  éliminée  du  système  (2),  de  manière  qu'il  en 
résulte  un  système  équivalent  au  système  {^).  Il  s'agissait  alors  du 
système  (i  1),  I,  et  du  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  (8),  I. 
Si  U  n'est  pas  égal  à  une  constante,  l'élimination  de  la  variable  / 
dans  le  système  (2)  s'effectuera  au  moyen  de  l'intégrale  (3),  et  pro- 
duira pareillement,  dans  ce  cas,  le  système  (7).  De  l'intégration 
prescrite  des  équations  (y)  résulte  donc  l'intégration  prescrite  des 
équations  (2),  dès  que  la  dépendance  entre  la  variable  t  et  x^,  sera 
exprimée,  pour  U  constant,  par  l'équation 


(9)  -      --  /.,.      V     /;(^'(o)) 

et,  pour  U  non  constant,  par  l'équation 


"/•"-'/(â) 


(9«)  t-t.=  l..      V  u  +  H  '^"•'■- 

Si  la  valeur  de  l'intégrale  R  est  considérée  comme  fonction  des 
systèmes  x^°^  et  x„,  la  différentielle  exacte  de  R  a  alors  pour  ex- 
pression 


dx'}"^ 


En  supposant  les  équations  (2)  intégrées,  Raura,  pour  U  non  con- 
stant, la  forme 


(6- 


R=    f  pf{x')dt, 
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et,  pour  U  constant,  la  forme 

(6**)  R  =  [/>/o(^'(°^)]^(/-^o). 

Dans  les  hypothèses  effectivement  admises  de  la  Mécanique,  on 
a  /?  =:  2,  et  l'expression  (6)  de  R  se  change  dans  l'intégrale  de  la 
moindre  action;  le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  R,  dans 
le  principe  de  la  moindre  action;  l'équation  (3),  dans  l'intégrale 
de  la  force  vive;  l'expression  (6*)  de  R,  dans  celle  que  Hamilton 
appelle  d'abord  la  force  vive  accumulée,  et  ensuite,  en  tant  que 
fonction  desjc^"^  et  des  or^,  la  fonction  caractéristique  du  problème 
mécanique  ;  la  forme  F{f/x),  pour  U  non  constant,  dans  la  forme 

(4*)  ¥[dx)  =  :>.{\}-\^^)i.f{dx), 

et,  pour  U  constant,  dans  la  forme 

(5*)  ¥{dx)  =^  ^f(dx). 

D'après  cela,  à  tout  problème  de  Mécanique  de  l'espèce  actuelle 
correspond  une  forme  quadratique  de  n  dillerentielles,  et  l'étude  du 
problème  de  INIécanique  peut  être  employée  pour  éclaircir  la  théorie 
de  la  forme  correspondante. 

Pour  une  valeur  quelconque  de  p^  l'intégration  du  système  (7) 
donne  une  expression  des  valeurs  de  Xa-,  au  moyen  du  système  des 

valeurs  initiales  j?^"'  de  la  quantité  R  et  des  Ji  —  i  rapports  — ^  • 

Supposons  les  n  valeurs  initiales  constantes,  et  considérons  les  Xa 
comme  des  fonctions  des  Ji  autres  quantités  indiquées,  ou  plutôt 
comme  des  fonctions  de  R  et  de  n  —  i   fonctions,  indépendantes 

_^'(o) 

entre  elles,  02,  4>3, .  .  . ,  0„,  des  7i  —  i  rapports  — ^  •  Les  expres- 
sions 


(11)  ifb 


[F„(^'(»'); 


formées,  d'après  la  règle  de  la  formule  (18*),  I,  au  moyen  de  R  et 
de  ces  n  —  i  rapports,  seront  les  variables  normales  de  la  forme 
F  [dx)^  définie  par  (4)  et  (5),  et  l'équation  (10),  multipliée  par  le 
facteur  R''"^,  jouera,  relativement  à  la  forme  F{dx)^  le  rôle  que 
jouait  l'équation  (5),  II,  pour  la  forme  pf[dx).  Relativement  au 
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nouveau  système  de  variables,  on  a  le  théorème  suivant  :  Si  l'on 
transforme  la  forme  Y[dx)  par  V introduction  de  nouvelles  va- 
riables R,  $2,  4>3, .  .  . ,  0„,  il  en  résulte,  comme  propriété  fonda- 
mentale  de  la  nouvelle  forme,  que,  dans  cette  forme,  le  coefficient 
de  f/R''  est  égal  à  V  unité,  et  les  coefficients  des  n  —  i  combinai- 
sojis  <iR''~*  <^4>2,.  .  . ,  dV^F'^d^n  égaux  à  zéro.  Cette  propriété 
correspond  à  la  propriété,  que  nous  avons  signalée,  de  la  diffé- 
rence (6),  II,  lorsqu'on  y  remet  pf[dx)  à  la  place  de  Y[dx).  Les 
variables  <ï>2,  <î>3, .  .  . ,  ^„  étant,  en  vertu  de  leur  définition,  de  telle 
nature  qu'on  intègre  le  système  (7)  en  les  égalant  à  des  constantes, 
le  théorème  suivant  constitue  une  réciproque  de  celui  que  nous 
venons  d'énoncer  :  Si  la  forme  Y  [dx]  se  change,  par  V introduc- 
tion d'un  système  de  nouvelles  variables,  y i^,  j^.,.  .  .,J„,  eji  une 
forme  g  [dj]^  dans  laquelle  le  coefficient  de  dji  soit  égal  à  l'unité, 
et  les  coefficients  des  n  —  i  combinaisons  dj  '^~*  dj  ^f  >  •■)  dj  ^~*  dy\ 
égaux  à  zéro,  le  système  d'équations  dijjérentielles  (7)  s'inté- 
grera en  égalant  à  des  constantes  les  n  —  i  fonctions  }  2,  •  •  • ,  J„. 

Dans  la  même  hypothèse,  tant  que  -~  sera  positif,  la  quantité  R 
sera  exprimée  par  l'équation 

(12)  R  =  j,-j;''-. 

L'équation  (10)  conduit  à  poser  ce  problème  :  Déterminer  une 
fonction  P  des  n  variables  Xa-,  dont  la  différentielle  exacte  satis- 
fasse à  la  condition 

(.3)  ^p=Z~^^h:~'^"- 


Comme  les  7i  quantités  f^,  qui  entrent  dans  F  [dx)  à  la  place  des 
différentielles  r/x„,  n'y  figurent  que  par  leurs  n  —  i  rapports,  l'éli- 
mination de  ces  rapports  conduit  à  une  équation  aux  différentielles 
partielles  de  la  fonction  P.  La  fonction  R  est  une  intégrale  com- 
plète delà  condition  (i3),  renfermant  les  72  constantes  arbitraires 
x^f'.  Si  l'on  a  une  intégrale  complète  quelconque  V  de  la  condi- 
tion {i3\  avec  les  constantes  arbitraires  Cj,  C2,.  .  . ,  r„,  et  que  les 
fonctions 

(,3-)  P,     ^.=  %---^     *.=  ^ 
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soient  indépendantes  entre  elles,  l'introduction  de  ces  fonctions 
comme  nouvelles  'variables  dans  la  forme  Y [dx)  donnera  une 
forme  douée  des  mêmes  propriétés  que  celle  qui  provenait  tout 
à  l'heure  de  V introduction  du  système 

Ainsi  le  système  (7)  est  intégré  par  les  n  —  i  équations 
^P         /^P\ 

dV 
et  l'on  a,  tant  que  —r-  est  positif,  l'équation 

(i5)  R  =  ?  —  ?"). 

Dans  l'intégration  dont  il  s'agit,  les  dérivées  partielles  -^  se 
changent  dans  les  dérivées  ordinaires  -j^i  et  l'on  a,  pour  les  rap- 
ports  - — ^5    les  n  —  I  équations 

d^         d¥{dx) 

,  ^.  dxe  ddxc 

(16) 


d^         â¥((/x] 


Oxc^  à  dxc^ 

Par  conséquent,  l'intégratioJi  complète  du  système  [y)  men- 
tionnée plus  haut  se  déduit  de  l'intégrale  P,  en  posant  les  n  —  i 
équations 


(17)  ~~ 


dP  \       oYjx'^'y) 


àxcjo  àx'^"' 

et  éliminant  les  n  —  i  quantités  c,,.  .  • ,  c„.  Par  l'intégration  com- 
plète de  (7)  on  obtient,  d'après  ce  qui  précède,  une  intégration 
complète  de  (2),  et  l'on  déduit  ainsi,  à  l'exemple  de  Jacobi,  d'une 
intégrale  complète  de  la  condition  (i3),  une  intégrale  complète  du 
système  (2). 

Dans  le  cas  où   les  coefficients  de  la  forme  F  [dx)  sont  con- 
stants, on  intégrera  le  système  d'équations  diflërentielles  (7),  en 
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dXr. 


égalant  les  rapports  -y— ^  à  leurs  valeurs  initiales  constantes,  et  Ton 


en  tire  les  équations 


;(o)  ^'(o) 


:l»)  ^'(o) 


Le  même  résultat,  si  l'on  connaît  une  intégrale  P  de  la  condi- 
tion (i3),  correspondant  à  la  forme ^(«i^j:),  peut  s'exprimer  par  ce 
théorème  que  les  équations 

\dXa  /       "     \dXa)à' 

dont,  n  —  I  entraillent  ta  n""""  comme  conséquence,  forment  un 
système  de  n  —  i  intégrales  du  système  ['j)^  équivalent  au  sys- 
tème des  n  —  I  iiîtégrales  (i4)- 

La  forme  des  équations  (16)  et  (17)  conduit  à  la  considération 
générale  suivante.  Soit  R  une  fonction  des  variables  Xa  ;  prenons  un 
système  fixe  de  valeurs  .r„,  satisfaisant  à  l'équation  R  =:  A  =  const. , 
mais  arbitraire 5  imaginons,  au  contraire,  que  les  quantités  dxa 
soient  variables,  et  proposons-nous  de  faire  évanouir  la  dérivée 

T 

complète  de  l'expression  [F[dx)y  ^  par  rapport  aux  quantités  dXa-, 

tandis  que  l'expression  dV^  =^  \  - —  dXa  prendra  une  valeur  po- 
rt 
sitive  :  les  rapports  des  quantités  dx^  seront  déterminés   par  les 
équations 

ÔK         ôYjdx) 

âxc  âdxc 

'^dlK    ~'  dVVcfx')' 


âxc^  ddxc^ 

et  le  signe  de  la  seule  quantité  dx^^^  resté  jusqu'ici  arbitraire,  sera 
défini  par  la  condition  dK^  o.  Alors  les  quantités  dx^  désigne- 
ront l'élément  initial  d'une  ^variété  du  premier  ordre,  qui  part  du 
système  de  valeurs  x^  appartenant  à  la  'variété du  (/i  —  lyème  Qj-^ffg 
R  =  A,  et  l'on  pourra  employer  cette  expression,  que  la  variété 
du  premier  ordre  dx^  est  Jiormale  à  la  variété  du  [n  —  i^'«"'«  ordre 
R=  A  par  rapport  à  la  forme  Y[dx).  Dans  le  cas  présent  où 
F(é?x)  est  défini  par  les  équations  (4)  et  (5),  on  pourra  générale- 
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ment  remplacer,  dans  cet  énoncé,  la  formeF(ffx),  abstraction  faite 

I 

d'un  facteur  fini,  par  la  forme  pf[dx).  Si  l'expression  [pf{dx)Y 
se  change  dans  l'élément  linéaire  de  l'espace  pour  la  Géométrie 
euclidienne,  l'expression  que  nous  venons  d'introduire  coïncidera 
avec  l'expression  généralement  en  usage.  Entre  les  quantités  dx^ 
d'une  variété  du  premier  ordre,  contenue  dans  la  variété  du 
[n  —  ly^"*  ordre  R  =  A,  et  les  quantités  dx^  d'une  variété  du 
premier  ordre,  ïiormale  «  R  =:  èr  par  rapport  à  la  forme  F(rfx), 
on  a  l'équation 

V  dVidx) 


ddxa 


àxa  =  o. 


C'est  seulement  dans  le  cas  où  la  forme  Yi^dx)  est  quadratique 
que  cette  équation  n'est  pas  altérée  par  l'échange  des  dx^  avec  les 
dxa-,  et  alors  on  peut  dire  que  l'une  des  variétés  du  premier  ordre 
est  normale  ou  orthogonale,  par  rapport  à  la  forme  F^^x),  à 
l'autre  variété  du  premier  ordre. 

Toute  intégration,  suivant  les  règles  données,  du  système  d'équa- 
tions différentielles  (7)  fournit,  pour  les  variables  x„,  une  variété 
du  premier  ordre,  qui  part  du  système  x^°\   et  dont  l'élément  ini- 

tial  est  déterminé  par  les  n — i   lapports  — î;^*  Dans  les  intégra- 


tions qui  se  déduisent,  comme  nous  l'avons  fait  voir,  d'une  inté- 
grale complète  P  de  la  condition  ^i3),  on  peut,  à  l'aide  de  la  no- 
tion que  nous  venons  d'introduire,  réunir  les  données  initiales  en 
groupes,  et  établir  la  première  des  propositions  suivantes  :  Si  l' on 
prend  toutes  celles  des  variétés  du  premier  ordre,  intégrant  le 
sjstèm.e  (7),  dans  lesquelles  les  systèmes  initiaux  x''°^  satisfont  à  la 
variété  du  [n  —  j  )'«"»«  ordre  définie  par  V équation 

P(«)  =  A=  const., 

et  dont  les  éléments  initiaux  sont  normaux  à  cette  variété 
P(<>)  =  A  par  rapport  à  la  forme  pf[dx)^  et  si  l'on  prolonge 
toutes  ces  vainétés  du  premier  ordre,  dans  le  sens  dans  lequel 
croit  la  fonction  P,  assez  loin  pour  que,  pour  le  système  final  ré- 
sultant Xai  la  fonction  P  prenne  la  valeur  constante  B,  les  élé- 
ments finaux  des  variétés  correspondantes  seront  normaux,  par 
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rapport  à  la  forme  pfi^dx)^  à  la  variété  du  [n  —  jy^^e  ordre 

P  =  B, 

et  r intégrale  R  cor/'espondante  a  pour  valeur  constante  B  —  A. 
Cette  proposition  fait  voir  comment  la  fonction  R  se  distingue  entre 
les  intégrales  complètes  de  la  condition  (i3),  par  ceci  que  la  va- 
riété Aa  [n  —  I  jieme  ordre  R  =  A,  pour  une  valeur  de  la  constante  A 
tendant  vers  zéro,  se  concentre  dans  le  sj sterne  ujiique  de  valeurs 

•^a  '^a    • 

Au  point  de  vue  le  plus  général,  on  peut  déterminer  une  inté- 
grale P  de  la  condition  (i3),  telle  que  l' équation  V'"^  :=  A  déter- 
mine pour  les  variables  x^"^  la  même  variété  du  [n  —  jj'^""'  ordre 
qu'une  équation  donnée  R^"^  =  A,  et  formuler  pour  cette  inté- 
grale P  l'énoncé  correspondant.  Cette  deuxième  proposition  est 
encore  un  résultat  essentiel  de  notre  étude. 

Si  le  nombre  yy  =  2,  et  qu'on  transforme  alors  la  forme  F(é?x), 
représentée  par  (4*)  et  (5*),  au  moyeu  d'un  système  de  nouvelles 
variables  {i3*),  déduit  d'une  intégrale  complète  P  de  la  condi- 
tion (i3),  la  nouvelle  forme  sera,  d'après  ce  qui  précède,  la  somme 
de  dV^  et  d'une  autre  forme  ne  contenant  que  les  différentielles  d'0,., 
les  lettres  /•,  .s,.  .  .  désignant  les  nombres  2,  3,.  .  .,  n.  Si  l'on  re- 
présente la  ïorm.e  f[dx)  comme  dans  (29),!,  on  a,  pour  U  non 
constant, 

(19)  2(U  +  H)  \  aa,tdxadxb  —  dV'  +  y  nir.sd^^rd^s, 

a.  b  r,s 

tandis  que,  pour  U  constant,  il  faut  faire,  dans  cette  équation, 

(20)  2(U-f-H)  =  i. 

Pour  dénoter  les  éléments  adjoints  de  la  nouvelle  forme,  soit 

(21)  |/n.,,|  =  M,      ^^^=M.,.; 

déplus,  au  lieu  de  l'expression—^)  relative  à  la  forme  2f[dx)^ 
on  a  pour  la  forme  F(c?j;)  l'expression      ,.,    °'-^^A  •    D'après  cela, 


I 
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en  passant  des  formes  quadratiques  actuelles  aux  formes  adjointes 
correspondantes,  on  conclut  de  (19)  les  lelations  de  transfor- 
mation 


a,b 
I  I  y  vV^  ^   6)(P,. 


I  y   ka^  6>0,.   r;(l),  Mr., 

2 ( U  H-  H )  ^  ~Â~  'ôx',,  âxl  ""  T  ' 


n.O 


La  première  de  ces  relations  est  l'équation  aux  différentielles 
partielles  d' Hamilton  pour  la  fonction  P,  laquelle  se  tire,  dans  les 
circonstances  actuelles,  de  la  relation  (i3).  Le  premier  membre  de 
cette  équation  coïncide  avec  le  premier  paramètre  différentiel  de 
la  foTiction  P,  par  rapport  à  la  forme  F  [dx).  Pour  ?i  =  2,  on  re- 
connaît dans  l'équation  (19)  l'expression  donnée  par  Gauss  pour 
le  carré  de  l'élément  linéaire  sur  une  surface,  expression  que  nous 
avons  mise  en  évidence  dans  (17;,  IL  En  outre,  les  deux  premières 
équations  (22)  se  changent  dans  les  deux  équations  aux  différen- 
tielles partielles,  données  par  Gauss  [loc.  cit.,  art.  22)  pour  la  lon- 
gueur /•  et  l'angle  <î>  définis  plus  haut.  La  signification  d'une  inté- 
grale P  de  la  première  équation  aux  diiférentielles  partielles  est 
indiquée  dans  cette  proposition  de  l'art.  \6  du  même  Mémoire  :  Si, 
sur  une  surface  courbe,  on  trace  une  ligne  quelconque^  de  chacun 
des  points  de  laquelle  partent,  à  angle  droit  et  du  même  côté, 
une  infinité  de  lignes  de  plus  courte  distance,  de  longueurs  égales 
entre  elles,  la  courbe  qui  joint  leurs  extrémités  coupe  toutes  ces 
lignes  à  angle  droit. 

Comme  on  le  conclut  de  la  deuxième  proposition  établie  plus 
haut,  le  théorème  de  Gauss  que  nous  venons  de  rappeler  peut  se 
changer  en  un  théorème  général  de  la  Mécanique  usuelle,  dans 
lequel,  au  lieu  de  la  longueur  des  ligues  de  plus  courte  distance, 
entrera  la  valeur  R,  qui  est  égale  à  l'intégrale  de  la  moindre 
action;  mais  ce  théorème  subsiste  encore,  lorsqu'on  prend,  pour  la 
mesure  de  la  force  vive  d'un  point  matériel,  l'expression  plus  géné- 
rale développée  ci-dessus,  et  qu'en  même  temps,  à  la  place  de  la 
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conception  hamiltonienne  du  problème  de  Mécanique,  on  intro- 
duit le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale  représentée  par  0  ; 
car  alors  le  théorème  coïncide  avec  notre  deuxième  proposition 
elle-même.  [^A  suivre.) 
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vement des  fluides.  —  Amsterdam,  Van  der  Post,  1872.  In-8*', 
3  p. 

Extrait  du  même  Recueil. 

DiKi  (Ulisse),  professore  nella  R.  Università  di  Pisa.  —  Sopra  la 
Série  di  Fourier.  —  Pisa,  1872.  In-4°,  16  p. 

HippAUF  (H.).  —  Lôsung  des  Problems  der  Trisection  mittelst  der 
Conchoide  auf  circularer  Basis.  —  Leipzig,  Teubner,  1872. 
^1-8",  32  p.,  2  pi.  I  fr.  75. 

L'auteur  pense  que  toutes  les  solutions  connues  présentent  des  défauts;  il  leur 
reproche,  en  particulier,  d'employer  une  courbe  différente  pour  chaque  valeur 
de  l'angle.  La  sienne  est  à  l'abri  de  ces  inconvénients,  et  n'emploie  jamais  qu'une 
même  conchoïde  circulaire  ;  mais  l'auteur  nous  paraît  avoir  oublié  qu'on  sait 
résoudre  toutes  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré  par  l'inter- 
section d'une  parabole  une  fois  donnée  et  d'un  cercle  qu'il  est  bien  facile  de  con- 
struire avec  la  règle  et  le  compas.  Nous  ne  voyons  pas  les  avantages  que  peut 
offrir  la  construction  qu'il  donne  sur  celle  que  fournit  l'application  des  méthodes 
générales. 

Maxwell  (J.-C).  —  Theory  of  Heat.  2"*  éd.  i2mo.  2  sli.  6  d. 
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JELLETT  (John-H.),  Senior  Fellow  of  Trinity  Collège,  Dublin;  Président  of  the 
Royal  Irish  Academy.  —  A  Treatise  on  the  Theory  of  Friction.  —  Dublin, 
Hodges,  Poster  &  Co.  ;  London,  Macraillan  &  Co.,  1872.  —  In-8",  220  pages, 
avec  figures  dans  le  texte.  Prix  :  11  fr.  5o  c. 

L'auteur  remarque,  dans  la  Préface,  que  la  théorie  du  frotte- 
ment, considérée  comme  une  partie  de  la  Mécanique  rationnelle, 
n'a  pas  été  traitée  avec  l'attention  et  les  développements  qu'elle 
mérite.  En  réalité,  dans  la  plupart  des  Traités  de  Mécanique, 
l'espace  accordé  à  la  discussion  des  cas  où  le  frottement  intervient 
paraît  très-faible,  si  on  le  compare  à  celui  qui  est  consacré  à  la 
discussion  des  questions  où  l'on  suppose  que  les  surfaces  ou  les 
courbes  soient  parfaitement  polies.  L'Ouvrage  de  M.  Jcllett  vient 
combler  cette  lacune  5  il  sera  lu  avec  le  plus  grand  profit  par  tous 
ceux  qui  désirent  prendre  une  connaissance  exacte  des  lois  du  frot- 
tement et  des  modifications  que  l'introduction  de  cette  force 
apporte  dans  la  solution  des  principaux  problèmes  de  la  Mécanique 
rationnelle.  M.  Jellett  est  bien  connu  des  lecteurs  français,  soit  par 
les  ]Mémoircs  qu'il  a  insérés  dans  le  Journal  de  Liouville,  soit  par 
son  Calcul  des  Variations.  Aussi  nous  contenterons-nous  de 
donner  une  idée  des  principaux  sujets  qu'il  a  abordés,  dans  l'Ou- 
vrage neuf  et  intéressant  dont  nous  avons  à  parler  aujourd'hui. 

Le  Chapitre  P''  est  consacré  aux  principes  et  aux  définitions. 
L'auteur  commence  par  une  distinction  entre  les  forces  motrices  et 
les  forces  résistantes.  Ces  dernières,  au  nombre  desquelles  se  trouve 
le  frottement,  présentent  un  double  caractère  :  elles  sont  incapables 
de  produire  un  mouvement  sensible,  et  tendent  au  contraire  à 
arrêter  le  mouvement;  mais,  en  outre,  elles  dépendent  directement 
des  forces  auxquelles  elles  sont  opposées.  Après  quelques  autres 
remarques  préliminaires,  l'auteur  expose  les  lois  du  frottement,  et 
il  insiste  surtout  sur  la  différence  profonde  qui  existe  entre  le  frot- 
tement statique  ou  à  l'état  de  repos,  et  le  frottement  djnamique  ou 
pendant  le  mouvement.  On  sait,  en  effet,  que  le  coefficient  de  frot- 
tement n'est  pas  tout  à  fait  le  même  à  l'état  de  repos  ou  pendant  le 
mouvement,  et  qu'il  est  un  peu  plus  grand  au  début  du  mouvement  ; 
mais  ce  point  est  secondaire.  La  différence  essentielle,  c'est  que, 
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pendant  le  mouvement,  la  force  de  frottement  est  directement  opposée 
à  la  vitesse,  et  toujours  proportionnelle  à  la  pression,  tandis  qu'au 
repos  elle  est  directement  opposée  à  la  composante  des  forces  paral- 
lèlement au  plan  de  contact,  et  peut  varier  depuis  zéro  jusqu'à  la 
limite  supérieure  qui  lui  est  imposée  par  les  lois  du  frottement. 

Le  Chapitre  II  traite  de  l'équilibre,  en  tenant  compte  du  frotte- 
ment. L'auteur  fait  l'application  de  la  théorie  à  plusieurs  questions 
intéressantes,  telles  c[ue  l'écjuilibre  d'un  corps  solide  supporté  par 
une  ou  plusieurs  surfaces,  celui  d'une  corde  flexible  posée  sur  une 
surface,  celui  d'un  système  formé  de  plusieurs  solides,  par  exemple, 
une  pyramide  composée  de  sphères  égales,  etc. 

Le  Chapitre  III  traite  des  positions  extrêmes  de  l'équilibre,  et 
termine  ce  que  l'on  peut  appeler  la  Statique  du  frottement. 

Le  Chapitre  IV  traite  du  mouvement  des  points  ou  d'un  système 
de  points  matériels. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  au  mouvement  d'un  corps  solide,  en 
particulier  au  mouvement  sur  le  plan.  L'auteur  traite,  comme 
exemple,  le  mouvement  d'une  sphère  homogène  sur  un  plan  hori- 
zontal, le  cas  où  ce  mouvement  se  réduit  à  un  simple  roulement,  etc. 

Le  Chapitre  \ï  est  ini  des  plus  difficiles  et  des  plus  intéressants 
du  Livre.  L'auteur  y  traite  de  la  stabilité  et  de  l'instabilité  de  l'équi- 
libre, et  surtout  de  deux  sortes  d'équilibre,  qu'il  appelle  équilibre 
nécessaire  et  équilibre  possible.  Il  nous  serait  difficile  de  donner 
une  idée  nette  de  ces  diverses  espèces  d'équilibre  5  nous  aurions  à 
entrer  dans  trop  de  développements.  La  distinction  qu'il  y  a  à  faire 
entre  elles  tient  à  la  différence  si  profonde  qui  existe  entre  les  lois 
du  frottement,  pendant  le  mouvement  et  à  l'état  de  repos.  Imagi- 
nons, par  exemple,  un  point  assujetti  à  demeurer  dans  un  plan, 
et  soumis  à  l'action  de  certaines  forces  extérieures.  Si  l'on  imprime 
au  point  un  mouvement,  les  forces  de  frottement  changeront  brus- 
cjuement  de  grandeur  ou  au  moins  de  direction,  et,  en  les  comj)arant 
avec  les  forces  extérieures,  on  pourra  reconnaître,  dans  certains 
cas,  qu'une  force  finie  se  développe,  qui  entraine  le  point  loin  de 
sa  position  initiale.  C'est  ce  cas,  dont  on  trouve  des  exemples  sim- 
ples dans  le  Livre  de  ]M.  Jellett,  cjue  l'auteur  distingue  sous  la  déno- 
mination d'équilibre  possible,  réservant  le  nom  d'équilibre  néces- 
saire à  celui  pour  lequel,  dans  tout  mouvement  suffisamment  petit, 
les  forces  déveloj)pées  tendent  à  arrêter  le  mouvement.   Ajoutons 
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qu'il  y  a  aussi  des  distinctions  de  nième  nature  pour  la  stabilité  et 
l'instabilité  de  l'équilibre. 

Le  Chapitre  Vil  est  consacré  à  l'étude  de  quelques  cas  d'indéter- 
mination, analogues  à  ceux  qui  se  présentent  en  Statique,  quand 
on  veut  déterminer  en  divers  points  toutes  les  forces,  par  exemple, 
si  un  corps  repose  par  plus  de  trois  points  sur  un  plan,  les  pressions 
qu'il  exerce  en  chaque  point.  M.  Jellett  montre  comment  ces  sortes 
de  difficultés,  qu'il  est  impossible  de  lever  en  Mécanique  rationnelle, 
disparaissent  dès  qu'on  se  place  dans  la  réalité  des  choses.  11  exa- 
mine, en  particulier,  le  cas  d'un  solide  assujetti  à  dem.eurer  sur  un 
plan  incliné,  et  attaché  par  un  cordon  à  un  point  fixe. 

Le  Chapitre  MU  comprend  la  mise  en  équations  de  certains 
problèmes,  le  problème  de  la  toupie,  l'étude  de  quelques  questions 
relatives  aux  locomotives,  et  l'énoncé  de  plusieurs  sujets  d'exercices. 

On  voit  que  l'Ouvrage  de  M.  Jellett  est  un  résumé  assez  complet, 
et  qui  vient  combler  une  lacune  de  ce  qu'on  peut  appeler  la  Méca- 
nique rationnelle  du  frottement.  Il  importe,  en  effet,  de  remarquer 
que  l'auteur  n'a  pas  traité  les  applications  de  cette  théorie  aux  prin- 
cipales machines,  aux  engrenages,  etc. 


RICCARDI  (Dott.  Ing.  Pietro),  professer  di  Geodesia  teoretica  nella  R.  Univer- 
sità  di  Modena.  —  Bibliotec\  matematicv  italiaxa,  dalla  origine  délia 
stampaai  primi  anni  del  secolo  xi\.  —  Modena,  tip.  dell'  erede  Soliani,  1870. 
In-4". 

Cet  Ouvrage  n'est  point,  comme  certains  Ouvrages  analogues,  une 
spéculation  de  librairie,  compilée  par  des  copistes  ignorants  :  c'est 
l'œuvre  consciencieuse  d'un  savant,  d'un  bibliophile,  aimant  avec  pas- 
sion les  livres,  la  Science  et  surtout  la  gloire  de  son  pays.  M.  Riccardi, 
déjà  possesseur  lui-même  d'une  magnifique  collection  d'Ouvrages 
de  Mathématiques,  n'a  épargné  aucun  travail  pour  rendre  son  Cata- 
logue complet,  et  pour  y  faire  entrer  les  productions  de  tous  les 
auteurs  nés  sur  le  sol  italien  qui  ont  écrit  sur  cette  Science,  depuis 
Archimède  jusqu'à  Lagrange. 

L'Ouvrage  dont  nous  avons  entre  les  mains  les  quatre  premiers 
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fascicules,  depuis  la  lettre  A  jusqu'à  la  lettre  K  { *  ) ,  doit  se  composer 
de  deux  Parties.  La  première,  qui  est  à  moitié  publiée,  est  un  Cata- 
logue disposé  par  ordre  alphabétique  de  noms  d'auteurs,  et  imprimé 
sur  deux  colonnes.  Chaque  article  contient  les  nom  et  prénoms  de 
l'auteur,  le  lieu  de  sa  naissance,  les  dates  de  sa  naissance  et  de  sa 
mort,  l'indication  des  sources  à  consulter  pour  sa  biographie^  puis 
les  titres  de  ses  divers  Ouvrages,  numérotés  par  ordre  chronologique 
de  publication,  et,  pour  chacun  de  ces  Ouvrages,  la  liste  des  diverses 
éditions,  distinguées  par  un  second  numéro.  Chacun  de  ces  titres 
est  accompagné  d'une  Notice  bibliographique  plus  ou  moins  éten- 
due, imprimée  en  caractères  plus  fins.  La  disposition  typographique 
de  ce  Catalogue  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  clarté, 
et  rien  n'y  manque  pour  faciliter  les  recherches. 

La  seconde  Partie,  moins  volumineuse,  mais  non  moins  impor- 
tante, doit  contenir  l'indication  de  tous  les  Ouvrages  cités  dans  la 
première,  disposés  par  ordre  de  matières. 

Nous  engageons  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  Sciences 
mathématiques  à  se  hâter  de  souscrire  à  cette  remarquable  publi- 
cation, qui  ne  tardera  pas  à  être  épuisée,  a'étant  tirée  qu'à  200  exem- 
plaires. J.   H. 


PAINVIN  (L.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Descartes.  — 
Principes  de  la  Géométrie  analytique.  Géométrie  de  l'espace,  i""  Partie, 
1869  (460  p.);  2^  Partie,  1870(464  p.)  —  Gr.in-4'',  lithographie,  avec  figures 
dans  le  texte.  —  Paris,  1872.  —  Prix  :  23  fr. 

Les  excellents  Ouvrages  de  notre  collaborateur  sont  depuis  long- 
temps connus  et  appréciés  des  professeurs  et  de  toutes  les  personnes 
qui  s'intéressent  aux  progrès  de  la  Géométrie  analytique.  Ils  con- 
stituent un  exposé  clair  et  complet  des  méthodes  modernes,  et  con- 
tiennent l'étude  détaillée  des  propriétés  essentielles  des  figures 
géométriques  dans  le  plan  et  dans  l'espace.  Aussi  nous  bornerons- 
nous  à  faire  connaitre  le  cadre  de  ce  nouvel  Ouvrage  et  à  indiquer 
rapidement  les  titres  des  principaux  Chapitres. 

Une  Introduction  de  3o  pages  est  consacrée  à  la  définition  des 

(')  XXX  p.,  656  colonnes  et  16  colonnes  de  supplément. 
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systèmes  de  coordonnées,  cartésiennes,  homogènes,  tétraédriques, 
polaires,  etc.,  aux  relations  entre  les  angles  d'une  droite  avec  les 
axes,  aux  projections  des  lignes  et  des  surfaces,  à  la  transformation 
des  coordonnées,  aux  formules  d'Eulcr,  etc. 

Le  Livre  1"  est  intitulé  Pla/i  et  Point.  11  traite  des  intersections 
des  droites  et  des  plans,  des  formules  relatives  aux  angles  et  aux 
distances.  Un  paragraphe  spécial  est  réservé  à  l'étude  du  plan  po- 
laire d'un  point  par  rapport-à  un  plan.  Après  avoir  étudié  toutes 
ces  questions  avec  les  coordonnées  cartésiennes,  l'auteur  en  reprend 
l'examen  avec  les  coordonnées  tétraédriques  et  polyédriques.  Les 
notions  qui  sont  ici  développées  et  précisées  permettent  d'aborder 
la  définition  des  coordonnées  tangentielles,  qui  est  donnée  avec 
tous  les  développements  nécessaires.  C'est  avec  raison  que  M.  Pain- 
vin  donne  à  l'étude  de  ces  coordonnées  la  même  importance  qu'aux 
coordonnées  ordinaires.  L'étude  de  la  transformation  des  figures, 
du  rapport  anliarmonique  des  figures  liomograpliiques  et  corré- 
latives, termine  et  complète  le  Livre  P"^. 

Le  Livre  II  traite  de  la  Sphère.  Les  principales  propriétés  de 
cette  surface  sont  étudiées  dans  les  différents  systèmes  de  coordon- 
nées. M.  Painvin  définit  le  cercle  imaginaire  de  l'infini;  il  montre 
comment  on  peut  rattacher  à  la  considération  de  cercle  la  notion  de 
l'angle,  et  il  termine  par  l'étude  des  figures  tracées  sur  la  sphère  au 
moven  du  système  de  coordonnées  de  Gudermann  et  de  ]M.  Borgnet. 

Le  Livre  IIl  est  intitulé  Notions  générales  sur  les  surfaces.  Il 
traite  des  plans  tangents  en  coordonnées  ponctuelles,  des  points  de 
contact  en  coordonnées  tangentielles,  des  polaires  d'un  point  et 
d  un  plan  (*),  des  points  et  des  plans  multiples  à  distance  finie  ou 
infinie.  L'application  de  ces  théories  générales  est  faite  aux  surfaces 
du  deuxième  ordre  et  de  la  deuxième  classe.  Ensuite  l'auteur  exa- 
mine les  dilférents  modes  de  génération  des  surfaces,  les  cylindres, 
les  cônes,  les  surfaces  réglées,  les  surfaces  de  révolution,  la  théorie 
des  surfaces  enveloppes,  ainsi  que  celles  des  courbes  gauches  et 
des  surfaces  développables.  La  théorie  des  centres  et  son  applica- 
tion au  se«;ond  degré ,  celle  des  plans  diamétraux ,  des  diamètres , 
des  plans  principaux,  celle  de  l'homothétie  dans  l'espace,  sont  étu- 


(')  Pour  les  polaires  d'un  plan,   l'auteur  adopte  la  définition  qu'il  a  publiée  dans 
un  Mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus. 
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diées  avec  de  nombreux  et  intéressants  développements,  en  coor- 
données ordinaires  et  en  coordonnées  tétraédriques.  Le  dernier 
Chapitre  est  consacré  à  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes 
généraux  sur  les  surfaces  algébriques  :  nombre  des  conditions  né- 
cessaires à  la  détermination  d'une  surface ,  théorèmes  segmen- 
taires,  etc.  Chaque  Livre  se  termine,  d'ailleurs,  par  des  exercices 
très-heureusement  choisis,  et  dont  la  réunion  suffirait  seule  à 
donner  une  grande  valeur  à  l'Ouvrage. 

La  seconde  Partie  de  l'Ouvrage,  qui  comprend  à  elle  seule 
464  pages,  est  consacrée  principalement  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Le  Livre  IV,  par  lequel  commence  cette  seconde  Partie,  est 
intitulé  Etude  particulière  des  surfaces  du  second  ordre.  Il  a 
pour  objet  la  réduction  de  l'équation  du  second  degré  à  sa  forme 
la  plus  simple,  la  discussion  des  équations  par  la  méthode  de  la 
décomposition  en  carrés,  l'étude  des  sections  planes  et  de  leurs 
foyers,  des  sections  circulaires,  des  plans  tangents,  des  normales, 
des  diamètres,  des  génératrices  rectilignes,  des  différentes  condi- 
tions déterminant  une  surface  du  second  ordre,  ainsi  que  des  équa- 
tions des  surfaces  du  second  ordre  satisfaisant  à  certaines  condi- 
tions. Le  Chapitre  YIII,  en  particulier,  contient  une  foule  de 
propositions  importantes  sur  les  surfaces  inscrites  l'une  à  l'autre, 
sur  les  diamètres  conjugués  communs  à  deux  surfaces  concentriques, 
sur  l'intersection  de  deux  surfaces,  sur  la  perspective,  etc.  Les 
Chapitres  IX  et  X  contiennent  l'exposé  des  recherches  originales 
c]ue  M.  Painvin  a  publiées  sur  la  courbe  d'intersection  de  deux 
quadricjues  et  sur  leur  développable  circonscrite ,  recherches  dont 
nous  avons  rendu  compte  dans  un  article  spécial  (*),  et  dont  on  ne 
saurait  contester  l'importance  et  l'utilité.  L'étude  des  foyers,  des 
surfaces  homofocales ,  de  la  méthode  des  caractéristiques  de 
M.  Chasles  (i4  p.)  termine  le  Livre  IV. 

Le  Livre  V  est  intitulé  Théories  coinplémentaires .  Il  traite  de  la 
méthode  des  polaires  réciproques,  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques.  Un  Chapitre,  qui  eût  été  mieux  placé  dans 
l'Introduction,  est  consacré  à  l'étude  des  propriétés  fondamentales 
des  déterminants,  et  un  autre  Chapitre  contient  l'ensemble  des 
propositions  relatives  à  l'élimination,  aux  résultantes,  aux  discri- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  157. 
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minants,  etc.  Enfin  l'auteur  termine  par  des  notions  très-prt'cises 
sur  les  invariants  et  les  covariants,  considérés  principalement  dans 
les  fonctions  liomogènes  du  second  degré. 

L'exposé  précédent  ne  peut  laisser  aucun  doute,  nous  l'espérons, 
sur  la  valeur  du  travail  considérable  de  notre  collaborateur.  Il 
nous  suffira  donc  d'ajouter  que  l'exposition  est  claire  dans  toutes 
les  parties  de  l'Ouvrage,  et  d'émettre  le  vœu  que  M.  Painvin  veuille 
bien  nous  donner  une  édition  nouvelle  de  son  Ouvrage,  en  faisant 
appel  non  au  litliograplie ,  mais,  cette  fois,  à  l'imprimeur.  !\ous 
devons  dire  cependant  que,  au  point  de  vue  matériel,  l'exécution 
ne  laisse  rien  à  désirer,  et  qu  elle  est  même  supérieure  à  celle  de 
la  plupart  des  Ouvrages  litliographiés.  G.  D. 


MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon.  —  Cours 
DE  Physique  mathématique.  —  Paris,  Gauthier-Villars,  In-4°,  294  P-  Prix  : 
i5fr. 

Depuis  que  Fouricr,  Poisson  et  Lamé  ont  écrit  des  Ouvrages 
fondamentaux  sur  les  différentes  théories  de  la  Physique  mathé- 
matique, cette  Science  a  fait  des  progrès  considérables,  et  d'il- 
lustres géomètres  ont  su  introduire  la  rigueur  des  métliodes  mathé- 
matiques les  plus  précises  dans  l'exposition  de  cette  branche  si 
importante  des  études  mathématiques.  Dirichlet,  dans  deux  beaux 
Mémoires,  a,  le  premier,  déterminé  d'une  manière  précise  les 
conditions  sous  lesquelles  une  fonction  peut  être  représentée  soit 
par  une  série  trigonométrique,  soit  par  une  suite  de  fonctions  1„. 
Plus  récemment ,  Riemann ,  dans  son  enseignement  et  dans  son 
célèbre  Mémoire  sur  la  représentation  des  fonctions  par  les  séries 
trigonomé triques,  a  posé,  en  suivant  les  traces  de  Gauss  et  de 
Cauchy,  les  fondements  d'une  méthode  rigoureuse  et  précise,  qu'on 
pourra  appliquer  à  tovites  les  questions  de  la  Physique  mathéma- 
tique. Les  problèmes  qui  se  présentent  dans  toutes  les  théories  de 
la  Physique  sont  loin  d'être  aussi  simples  qu'ils  le  paraissent.  Il 
suffit,  pour  s'en  rendre  compte,  de  remarquer  que  l'équation  dont 
dépend  le  problème  des  cordes  vibrantes, 

d-Y    ^    d'Y  _ 

dx-    '     ôf-  ' 
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est  identique  à  celle  qui  caractérise  les  fonctions  nionogènes  de 
variables  complexes.  C'est  en  Physique  mathématique  qu'on  a 
rencontré  pour  la  première  fois  ces  problèmes  si  difficiles,  dans 
lesquels  il  faut  déterminer  une  fonction  par  une  équation  dilï'é- 
rentielle  et  par  des  conditions  données  aux  limites.  C'est  ainsi  que 
le  problème  de  l'intégration  des  équations  différentielles  a  été  pré- 
senté sous  un  point  de  vue  tout  à  fait  nouveau.  Alors  même  qu'on 
a  obtenu  une  formule  analytique  représentant  l'intégrale  générale 
d'une  équation,  on  s'aperçoit  bientôt,  si  on  veut  l'appliquer  à  un 
problème  déterminé,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  aux 
limites,  que  cette  formule  analytique  est  sans  valeur,  et  que  le 
problème  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  doit 
être  considéré  d'une  manière  toute  nouvelle. 

C'est  dans  la  théorie  du  potentiel  que  les  géomètres  ont  tout 
d'abord  rencontré  des  questions  et  des  difficultés  de  cet  ordre.  Les 
efforts  qu'ils  ont  dû  faire  pour  les  surmonter  ont  eu  des  résultats 
considérables,  et  c'est  dans  l'étude  du  potentiel  et  de  l'attraction 
qu'il  faut  chercher  l'origine  des  belles  méthodes  employées  par 
Riemann  dans  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

M.  Mathieu  s'est  proposé  précisément  d'exposer  dans  son  Ou- 
vrage les  principales  méthodes  d'intégration  employées  en  Physique 
mathématique,  et  de  les  appliquer  à  quelques-uns  des  problèmes 
les  plus  importants  de  la  théorie  de  la  chaleur  et  de  l'élasticité. 

Le  Chapitre  P''  de  son  Ouvrage  est  consacré  à  l'emploi  des  séries 
trigonométriques ,  et  tout  d'abord  au  problème  des  cordes  vi- 
brantes, un  des  plus  célèbres  et  des  plus  anciens,  qui  a  donné  lieu 
pendant  plus  d'un  denii-siècle  à  des  discussions  si  importantes  et 
si  fécondes.  L'auteur  ne  démontre  pas  rigoureusement  que  toute 
fonction  est  développable  en  une  série  trigonométrique  :  c'est,  du 
reste,  une  remarque  que  nous  pouvons  généraliser,  sans  en  faire  un 
sujet  de  reproche  à  l'auteur  ;  mais,  dans  tout  le  cours  de  l'Ouvrage, 
afin  sans  doute  de  rester  clair  et  facile  à  comprendre,  M.  Mathieu  ne 
cherche  aucunement  à  ajouter  aux  démonstrations  de  Poisson  ou  de 
Fourier  des  développements  qui  pourraient  les  rendre  rigoureuses. 

Le  Chapitre  II  traite  des  surfaces  isothermes  et  des  coordonnées 
curvilignes.  L'auteur  donne  sur  ces  belles  théories  tout  ce  qui  lui 
sera  plus  tard  nécessaire.  A  la  fin  du  Chapitre  se  trouve  un  article, 
publié  autrefois  par  l'auteur,  sur  l'écoulement  des  tubes  capillaires, 
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et  qui  a  été  signalé  plusieurs  fois   à  l'Académie  des  Sciences  par 
M.  de  Saint-Venant. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'auteur  étudie  l'équilibre  de  température 
des  cylindres.  Cette  question  oiYre  l'avantage  de  présenter  en 
quelque  sorte  isolées  les  difficultés  qu'on  aura  à  surmonter  plus 
tard  dans  l'étude  de  problèmes  plus  difficiles. 

Le  Chapitre  IV  renferme  l'exposé  des  recherches  sur  les  équa- 
tions dilïérentielles  du  second  o-rdre,  dues  à  Slurm. 

Le  Chajjitre  V  traite  de  la  théorie  du  mouvement  vibratoire  des 
membranes  circulaires  et  elliptiques.  L'auteur  y  reproduit  et  y 
simplifie  les  travaux  qu'il  a  publiés  dans  le  Journal  de  Lioiwille. 

Les  Chapitres  VI  et  VII  traitent  de  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  une  sphère  et  des  températures  du  globe  terrestre.  L'auteur  y 
expose  le  résumé  des  recherches  de  Laplace,  de  Poisson  et  de 
Fourier. 

Le  Chapitre  VIII  traite  de  l'équilibre  de  température  de  l'ellip- 
soïde. Lamé  a  étudié  le  premier  cette  question,  dont  la  solution  a 
été  ensuite  simplifiée  par  M.  Liouville. 

Le  Chapitre  IX  appartient  à  l'auteur^  il  a  pour  objet  le  refroi- 
dissement d'un  ellipsoïde  planétaire. 

Ces  indications  suffisent  pour  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 
des  matières  traitées  dans  cet  Ouvrage,  sur  lequel  une  Notice  a 
paru  dans  le  Journal  de  Liomnlle  et  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques,  et  que  M.  Serret  a  présenté  à  l'Institut. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  lierausgegebeii  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

T.  75,  Cahiers  3  et  4  ;  1872. 

FucHS  (L.).  —  Sur  la  représejitation  des  fonctions  de  variables 
complexes ,  en  particulier  sur  celles  des  intégrales  d' équations 
différentielles  linéaires.  (47  p.) 
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L'auteur  a  surtout  l'intention  de  perfectionner  la  tliéorie  des 
fonctions  cjui  satisfont  à  des  équations  différentielles  linéaires.  Il 
avait  déjà  exposé  le  principe  de  ses  reclierclies  sur  cet  objet  en  i865, 
dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  66  de  ce  Journal.  Ce  principe 
repose  sur  certains  développements  en  séries,  applicables  dans  le 
voisinage  de  chacun  des  points  singuliers.  Alors,  si  l'on  se  donne, 
pour  un  point  A,  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  d'or- 
dre /??,  ainsi  que  les  m —  i  premières  dérivées,  la  fonction  sera 
complètement  déterminée  pour  tout  autre  point  B  du  plan  de  con- 
struction, en  supposant  c[u'on  ait  fixé  d'avance  le  chemin  L  qui  y 
conduit.  Si,  pour  fixer  les  idées,  le  point  A  se  trouve  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  singulier  «,  on  pourra  effectuer,  d'après  le  Mémoire 
que  nous  venons  de  citer,  la  représentation  de  l'intégrale  au  moven 
de  séries 5  mais  celles-ci,  c[ui  ne  sont  applicables  que  dans  le  voi- 
sinage du  point  «,  ne  permettront  la  détermination  directe  de  l'in- 
tégrale en  B  que  lorsque  B  et  le  chemin  entier  L  appartiendront  à 
ce  même  voisinage.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  il  en  résultera  un  incon- 
vénient auquel  M.  Fuchs  cherche  à  remédier  dans  son  nouveau 
Mémoire^  celui-ci  se  divise  en  deux  Parties,  dont  voici  l'analyse. 

Soit 

(i)  z  =  F(w) 

une  fonction  algébrique  et  rationnelle  de  la  variable  complexe  w, 
et  qui  prenne,  pour  w  =  o,  une  valeur  infinie  du  premier  ordre  ^ 
soit,  de  plus,  R  le  plus  petit  des  modules  des  racines  de  l'équation 

Alors  il  n'y  a  pas  deux  valeurs  de  w  distinctes  l'une  de  l'autre  qui 
correspondent  à  la  même  valeur  de  z  en  vertu  de  l'équation  (i),  et 
c[ui  soient  contenues  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  K  décrite, 
avec  le  rayon  R,  autour  de  l'origine  des  w.  Le  cercle  K  est  appelé 
le  cercle-limite  appartenant  à  la  fonction  rationnelle  (i)  ;  la  courbe 
fermée  C,  qui  lui  correspond  en  vertu  de  l'équation  (i),  reçoit  le 
nom  de  courbe-limite .  D'après  cela,  on  trouve  la  solution  de  ce  pro- 
blème :  Etant  donnés,  dans  le  plan  des  ^,  les  m-\-  i  points  de  Zj, 
Zj,.  .  . ,  z,„^i,  déterminer  la  fonction  F  (:::)  de  telle  sorte  que  R  de- 
vienne plus  grand  que  l'unité,  et  que  les  points  Zj,  Zg, .  .  . ,  ::,„+i  du 
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plan  des  z  correspondent,  d'après  l'équation  (i),  aux  m  -\-  i  points 
arbitraires  «i,  «2,...,  a^+i  de  la  circonférence  E,  décrite  avec  le 
rayon  i  autour  de  l'origine  des  w. 

La  courbe  Q  du  plan  des  z,  qui  correspond  au  cercle  E  du  plan 
des  w  en  vertu  de  l'équation  (i),  est  une  courbe  fermée  qui  ne  se 
coupe  elle-même  nulle  part,  et  qui  passe  par  les  ni  -\-  i  points  ^i, 
z, , . . . ,  ^m+i  \  l'aire  comprise  dans  l'intérieur  du  cercle  E  est  une 
représentation  [Abbildiing)  de  l'aire  infinie  à  l'extérieur  de  la 
courbe  C^;  de  même,  l'anneau  circulaire  compris  entre  les  cercles  K 
et  E  et  l'anneau  contenu  entre  les  courbes  C  et  C^  sont  des  repré- 
sentations l'un  de  l'autre.  La  courbe  C^  est  nommée  courbe  iso- 
lanle  [Absonderungsciirve] . 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  fait  l'application  des  résultats  de 
la  première  à  la  représentation  des  variables  complexes. 

Soient  Zj,  Zj,.  .  .,  z,„^i  les  points  singuliers  de  la  fonction  poly- 
drome  [mehrdeutig)  f[z)  ;  la  courbe  isolante  C^  divise  le  plan  des  z 
en  deux  parties,  d  et  Gg,  où  Gi  est  supposé  désigner  celle  qui 
s'étend  à  l'infini.  Comme  fonction  de  çv,  la  fonction  f{z)  =f[Y  (w  ] 
peut  avoir,  à  l'intérieur  du  cercle  E,  tout  au  plus  le  point  sin- 
gulier w=o.  Donc,  quand  on  a  développé  les  séries  qui  repré- 
sentent la  fonction  pour  l'intérieur  du  cercle  E,  il  en  résulte  une 
représentation  àe  f[z)  admissible  au  dedans  de  Gj,  pourvu  que 
l'on  suppose  que  les  valeurs  de  la  fonction  algébrique  w  de  z  soient 
connues  pour  l'intérieur  de  Gi,  et  qu'on  les  substitue  à  la  place 
de  w  dans  la  série  que  nous  venons  de  mentionner.  Dans  l'inté- 
rieur de  Ga ,  la  fonction  est  monogène  et  monodrome  5  par  consé- 
quent, elle  permet  l'application  de  l'intégrale  de  Caucliy,  qu'on 
peut  évaluer  en  profitant  de  la  substitution  (i),  et  en  calculant 
f[Y[w)'\  le  long  de  la  circonférence  E.  Ces  principes  se  prêtent  à 
une  facile  application  dans  le  cas  des  équations  différentielles 
linéaires. 

D'abord  l'auteur  établit,  pour  l'intérieur  de  E,  puis  encore  pour 
celui  de  Gj,  les  séries  qui  représentent  les  intégrales,  et  qu'il  a  dé- 
veloppées dans  le  Mémoire  cité,  pour  le  voisinage  d'un  point  sin- 
gulier. Alors  il  montre  comment  les  intégrales  ainsi  déterminées 
pour  l'intérieur  de  E  dépendent  de  celles  qu'on  peut  représenter 
semblablement  dans  le  voisinage  de  cliacun  des  points  «i,  «avî  ^«5 
par  là  il  réussit  à  exprimer  les  valeurs  des  intégrales  au  bord  inté- 
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rieur  du  contour  limite  de  G2  au  moyen  de  leurs  valeurs  au  bord 
extérieur.  Par  suite,  il  est  possible  de  fonder  les  développements, 
qu'il  faudrait  exécuter  à  l'aide  de  l'intégrale  marginale  de  Caucliy, 
sur  le  calcul  des  intégrales  au  bord  intérieur  de  E,  moyennant  les 
séries  qui  sont  applicables  à  l'intérieur  de  E. 

Ainsi  l'auteur  réussit  en  même  temps  à  résoudre  le  problème  de 
déterminer  a  priori  la  valeur  que  possède  au  point  B  l'intégrale 
dont  on  a  fixé  la  valeur  en  un  point  A,  et  Cjui  passe  par  un  chemin 
déterminé  L  de  A  à  B,  ces  points  étant  situés  dans  les  deux  aires 
différentes  Gj  et  Gg ,  problème  pour  la  solution  duquel  il  est  encore 
nécessaire  de  savoir  entre  quels  points  singuliers  la  courbe  L  coupe 
la  courbe  isolante  C^.  Enfin  l'exemple  d'une  équation  linéaire  du 
second  ordre  et  douée  de  quatre  points  singuliers  sert  à  éclaircir  la 
théorie  développée  par  l'auteur. 

Thomae  (J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fondions  ahé- 
liennes.  (3i  p.) 

La  détermination  de  logS-(o,  o,.  .  . ,  o)  en  fonction  des  modules 
de  classe  d'un  système  de  fonctions  algébriques  fait  l'objet  de  ce 
Mémoire,  suite  de  quelques  autres,  publiés  par  M.  Thomae  dans  ce 
Journal.  Dans  un  premier  Mémoire  (t.  66),  il  avait  calculé 
^log^  (o,  o,.  .  .,  o)  en  fonction  linéaire  des  différentielles  de  ces 
modules  ;  les  coefficients  de  cette  fonction  sont  des  fonctions  algé- 
briques, ainsi  que  leurs  intégrales.  L'intégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle avait  été  effectuée  dans  un  autre  Mémoire  du  tome  71 ,  pour 
le  cas  des  fonctions  abéliennes  dont  les  différentielles  se  ramènent  à 
des  racines  carrées  (*).  Maintenant  l'auteur  ramène  l'intégration 
générale  à  la  construction  d'une  fonction  algébrique,  dont  on  se 
donne  la  ramification,  les  zéros  et  les  infinis;  il  réussit  ainsi  à 
montrer  une  voie  algébrique  par  laquelle  on  peut  déterminer  l'in- 
tégrale, à  un  facteur  près,  qui  peut  être  évalué  d'après  les  mé- 
thodes du  Mémoire  du  tome  71 .  Soit,  pour  fixer  les  idées,  5-^^^  une 
fonction  S-  cjui  ne  s'évanouit  pas  avec  ses  variables,  et  soit  |A|  le 
déterminant  dont  les  éléments  sont  formés  par  les  modules  de 
périodicité;  on  aura  le  théorème  (XIII)  :  La  fonction  S^^^^:y/|A| 
est  une  fonction  algébrique  des  valeurs  de  ramification  ^1,  Ag,.  .  . 

(')  Voir  Diinct;n,X.  III,  p.  i38. 
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de  la  surface  T  de  Riemann,  à  laquelle  la  fonction  5  appartient.  Si 
l'on  désigne  pary(A,  B)  le  produit  des  huitièmes  puissances  de 
toutes  les  fonctions  S-^^g  :  y'|A|,  9^  (o,  o,.  .  . ,  o)  peut  être  déduit  de 
cette  fonction  y  par  voie  algébrique. 

KiEPEUT  (L.).  —  Division  en  dix-sept  parties  égales  de  la 
circonférence  de  la  lenuiiscate  par  le  seul  nioj  en  de  la  règle  et 
du  compas,  (pp.) 

Mertens  (F.).  —  Extrait  d'aune  Lettre  au  Rédacteur. 
Remarque  sur  une  Note  du  même  auteur  concernant  les  fonc- 
tions symétriques. 

Thomé  (L.-W.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  linéaires  dif- 
férentielles, [l'j  p.) 

Suite  du  Mémoire,  tome  74-  du  même  Journal, 
Nous  rappellerons  (*)  que  M.  Thomé  s'occupe  de  l'équation  dif- 
férentielle homogène  et  linéaire 

d"')'  d"'-'r  d'"-^r 

dont  les  coefficients  sont,  dans  le  voisinage  de  x  =  rt,  des  fonc- 
tions monodromes  et ,  à  ce  point  a  près ,  monogènes  de  la  variable 
complexe  x.  Selon  M.  Fuchs  (t.  66),  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion peut  être  mise  sous  la  forme  (f[x  —  af  [log  [x  —  «)]*,  A'  étant 
un  nombre  entier  positif  ou  nul ,  «p  une  fonction]  monogène  et  mo- 
nodrome  dans  le  voisinage  de  x  =  a .,  à  ce  point  près  ^  ce  qui 
permet,  auprès  du  point  «,  une  représentation  de  la  forme 


>  (La[3c  —  a)"  +  y  Ç.-a[x  —  a)- 


Si  les  fonctions  <p  ne  contiennent  qu'un  novahre  fini  de  puissances  à 
exposants  négatifs,  M.  Thomé  appelle  ces  intégrales  régulières.  Ses 
recherches  s'étendent  aux  propriétés  des  équations  différentielles 
qui  possèdent  des  intégrales  régulières  parmi  leurs  intégrales.  Les 
équations  dont  les  intégrales  sont  toutes  régulières  ont  été  déjà 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  367. 
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traitées  par  M,  Fuclis  (t.  68)  d'après  un  autre  procédé.  Voici  l'ex- 
posé de  la  naétliode  de  M.  Tlionié.  Lorsque  l'équation  dilîerentielle 
a  une  intégrale  régulière,  elle  en  aura  aussi  une  autre,  telle  que 


X^  =  {x—  ay\Ca{x 


Puis  l'auteur  emploie  la  conclusion  de  i7i  —  i  à  m,  en  se  servant 
de  la  réduction  y  =  y^fzdx^  où  j\  possède  la  forme  caractérisée. 
Les  équations  différentielles  dont  les  coefficients  p  prennent  poiu^ 
X  ■=  a  des  valeurs  infinies  d'ordre  fini  font  l'objet  principal  de  ses 
études.  Soit  Tr„  l'ordre  infinitésimal  de  la  valeur  infinie  de  P„  pour 
a:  =  a,  (tïq  =  o),  et  formons  la  suite  des  nombres  7To+  '",  tTj -h  /?/  —  i , 
TTj-f-  m —  2,...,  7r,„.  Un  certain  indice  de  la  suite  «  =  o,  i,  2,...,  ;?i 
sera  celui  où  le  plus  grand  de  ces  nombres  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  5  M.  Tliomé  l'appelle  indice  caractéristique.  Alors  on  a 
ces  théorèmes  (n°  1)  : 

Si  les  coefficients  pQ  =  i,  p^^  /?, , .  . . ,  p}^  (A >  o)  ont  tous  des  in- 
finis d'ordre  fini  pour  x  =  a^  il  faut  que  les  autres  coefficients 
aient  aussi  des  infinis  d'ordre  fini  pour  x  =  a  et  que  l'indice  carac- 
téristique soit  ^A,  pour  que  l'équation  (i)  ait  au  moins  in^ —  h  in- 
tégrales régulières  linéairement  indépendantes.  De  là  il  s'ensuit 
que,  si  tous  les  coefficients  ont  pour  x  =  a  des  infinis  d'ordre  fini 
et  que  l'indice  caractéristique  soit  A,  l'équation  différentielle  a  tout 
au  plus  771  —  h  intégrales  régulières  linéairement  indépendantes. 
Si  h  =  o,  l'équation  en  a  autant,  d'après  un  théorème  de  M.  Fuchs 
(t.  66)-,  pour  A^o,  il  y  a  des  exceptions.  Pour  approfondir  les 
recherches  sur  le  cas  A  ^  o,  M.  Thomé  étudie  les  propriétés  du 
facteur  intégrant  de  l'équation  différentielle  et  celles  de  l'équation 
qu'on  obtient  en  l'intégrant  une  première  fois. 

Si  l'on  a  mis  (n^'S)  les  intégrales  d'une  équation  différentielle 
linéaire  et  homogène  quelconque  sous  la  forme 

j,  =  c,,     y\  =  v.fvidx,      .  .  . ,     /„,  =  v^Jdxv^.  .  .J<^mdx, 

l'équation  obtenue  par  la  première  intégration  de  (i)  sera  celle-ci  : 

f]in—\  y,  d"'~^  T' 
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où  C  est  constant,  et  f{j)  =  o  contient  les  intégrales  Ji^J'î-, .  .  . , 
J  m-i  '■>  (*'i  ^'2•  •  •  ^m]~^  est  la  forme  du  multiplicateur  intégrant  M, 
qui  est  égal  à  e-'"''''"''^''-',  et  satisfait  à  l'équation  différentielle  homo- 
gène et  linéaire 

(2        —, r-^^—, i j-f— .  .  .+     —  I   "-p^M^O, 

^    '     dx'"  ilx"-'  dx"'-'  I  r"* 

équation  obtenue  d'une  autre  manière  par  Lagrange  (^).  L'indice 
caractéristique  de  (  2  )  est  le  même  que  celui  de  (  i  ) .  Si  l'équation  (  2  ) 
a  une  intégrale  telle  que 


M 


?'" (a;  —  a y\  Ca{x  —  a f,     où      «-  =  y  C_„ 


les  intégrales  régulières  de  (i)  sont  aussi  comprises  dans  l'équa- 
tion y(j))=o,  dont  l'indice  caractéristique  a  été  abaissé  d'une 
unité  (n°  4). 

Après  cela,  M.  Thomé  étudie  (n"  5)  les  équations  différentielles 
dont  l'indice  caractéristique  est  i .  La  condition  nécessaire  et  suf- 
lisante  pour  qu'elles  aient  m  —  i  intégrales  régulières  linéairement 
indépendantes  consiste  en  ce  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme 

eSPvd'^{x  — af\  Caioc  —  a)-",     où     r=—     -(x— a)  ,     Q^o; 

o 

c'est  la  convergence  de  cette  série  qui  est  décisive.  A  l'aide  de  la 
forme  (^'l  (^2 .  .  .  t^,„)~*  =  M  du  facteur  intégrant,  l'auteur  forme 
encore  des  équations  différentielles  ayant  leur  indice  caractéris- 
tique h  ^  o,  et  dans  lesquelles  le  nombre  des  intégrales  régulières 
linéairement  indépendantes  varie  entre  A  et  o. 

Enfin  M,  Tliomé  dévelopj)e  encore,  par  une  voie  différente  de 
celle  qu'a  suivie  M.  Fuclis,  la  forme  générale  d'un  système  d'inté- 
grales. 

ScHWARZ  (H. -A.).  —  Sur  les  cas  oh  la  série  hjpej'géométrique 
de  Gaiiss  représente  une  fonction  algébrique  de  son  quatrième 
élément.  (44  p-i  ^  pi.) 

Ce  Mémoire  s'occupe  de  la  solution  du  problème  suivant  : 
«  Trouver  tous  les  cas  où  l'équation  différentielle  de  la  série  liyper- 

(')  Miscellanea  Taurinensia,  t.  III;  —  OEitvres  de  Lagrange,  t.  I. 
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géométrique  F  (a,  (3,  y,  x)  possède  une  intégrale  algébrique.  »  L'au- 
teur en  a  déjà  fait  une  coniuiunication  à  la  Section  matliénialique 
de  la  Société  Helvétique  des  Sciences  naturelles  (août  1871),  et  il 
a  aussi  publié  un  extrait  de  ces  recherches  dans  les  Actes  de  cette 
Société. 

Les  Mémoires  de  Gauss.  de  Kummer  et  de  Riemann  relatifs  à 
la  série  liypergéométrique  présentent  plusieurs  cas  où  elle  se  réduit 
à  une  fonction  algébrique  de  x,  et  ils  signalent  même  diverses  voies 
qui  conduisent  à  la  découverte  d'un  plus  grand  nombre  de  ces  cas  5 
cependant  la  question  de  trouver  la  totalité  des  cas  possibles  n'a 
pas  été  abordée  par  ces  illustres  géomètres. 

L'auteur  a  divisé  son  Mémoire  en  sept  Articles. 

Le  premier  discute  tous  les  cas  où  l'équation  différentielle  pos- 
sède une  intégrale  algébrique  dont  la  dérivée  logarithmique  est  une 
fonction  rationnelle  de  x.  Dans  cette  hypothèse,  une  ou  plusieurs 
des  séries  qui  servent  à  exprimer  des  intégrales  particulières  n'ont 
qu'un  nombre  fini  de  termes. 

Dans  le  deuxième  Article,  l'auteur  commence  par  démontrer  que 
l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  de  la  série  hypergéo- 
métrique  F  (a,  |5,  y,  a:)  ne  saurait  être  une  fonction  algébrique  de  x 
que  lorsque  les  trois  premiers  éléments  a,  (3,  y  sont  des  nombres 
rationnels.  De  plus,  si  le  quotient  de  deux  intégrales  particulières 
et  linéairement  indépendantes  est  une  fonction  algébrique  de  x^ 
l'intégrale  générale  dépend  aussi  algébriquement  de  x.  Ce  quotient 
satisfait  à  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre  et  du  second 
degré,  équation  très-importante  pour  le  problème  proposé,  vu  que 
l'auteur  réussit  à  trouver,  par  voie  géométrique,  tous  les  cas  où 
elle  possède  une  intégrale  algébrique. 

Le  troisième  Article  contient  la  recherche  des  propriétés  de  cette 
nouvelle  équation  diiîérentielle.  Il  s'agit  surtout  de  déterminer  les 
variations  que  subissent  les  intégrales  en  s'approchant  d'mi  point 
singulier.  En  classant  les  valeurs  singulières  de  la  variable  indé- 
pendante d'une  équation  différentielle,  M.  Weierstrass  les  dis- 
tingue en  valeurs  essentiellement  singulières,  c'est-à-dire  qui  sont 
des  points  de  ramification  pour  l'intégrale  générale,  et  en  valeurs 
non  essentiellement  singulières ,  où  l'intégrale  générale  ne  pré- 
sente pas  de  ramification.  Par  suite,  l'auteur  cherche  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que,  dans  l'équation  difierentielle  pro- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  241 

posée,  une  valeur  singulière  de  x  soit  non  essentiellement  singu- 
lière. Il  t(rouve  que,  quand  on  considère  la  représentation  con- 
forme qui  convient  au  quotient  de  deux  intégrales  particulières  et 
linéairement  indépendantes  de  l'équation  dillërentielle  de  la  série 
hypergéométrique,  cliacun  des  deux  demi-plans  engendrés  par  l'axe 
réel  dans  le  plan  des  x  correspond  à  un  triangle  dont  les  côtés  sont 
des  lignes  droites  ou  des  arcs  de  cercle,  et  dont  les  angles  dé- 
pendent, d'une  manière  simple,  des  nombres  «,  (3,  y. 

La  reclierche  du  rapport  de  situation  qu'ont  les  cercles  auxquels 
appartiennent  les  côtés  de  ce  triangle  d'arcs  de  cercle  et  l'établis- 
sement de  la  loi  qui  gouverne  la  continuation  analytique  de  la 
représentation  géométrique  mentionnée  tout  à  l'heure  font  l'objet 
du  quatrième  Article.  Cette  loi  revient  à  celle  de  la  symétrie  par 
rapport  à  une  ligne  droite,  si  le  côté  du  triangle  au  delà  duquel  la 
continuation  va  s'effectuer  est  rectiligne  ^  mais,  pour  le  cas  général, 
cette  symétrie  est  remplacée  par  l'affinité  géométrique  qui  se  pro- 
duit au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  réciproques,  aflmité 
que  l'auteur  appelle  symétrie  par  rapport  à  un  cercle.  Ces  considéra- 
tions ramènent  le  problème  primitif  de  théorie  des  fonctions  à  une 
question  de  Géométrie  :  Trouver  tous  les  triangles  d'arcs  de  cercle 
qui,  étant  multipliés  selon  la  loi  de  symétrie,  conduisent  à  un 
nombre  Jini  de  triangles  d'arcs  de  cercle  qui  diilèrent  en  forme  et 
situation. 

Cinquième  Article.  —  S'il  y  aune  circonférence  coupant  à  angle 
droit  les  trois  cercles  auxquels  appartiennent  les  côtés  du  triangle, 
le  nombre  des  répétitions  de  ce  triangle ,  différentes  l'une  de 
l'autre,  sera  infini^  d'où  il  résulte  que,  dans  ce  cas,  le  quotient 
considéré  sera  toujours  une  fonction  transcendante  de  x.  Si  le 
triangle  d'arcs  de  cercle  qui  régit  la  recherche  est  entièrement 
renfermé  dans  le  cercle  orthogonal ,  il  s'ensuit  encore  que  cette  cir- 
conférence orthogonale  établit  une  barrière  qui  ne  permet  pas  de 
former  la  continuation  analytique  de  la  fonction  à  l'extérieur. 
M.  Weierstrass  a  signalé  le  premier  l'existence  de  la  circonstance 
remarquable  que  nous  venons  de  décrire,  savoir  qu'une  fonction 
analytique  peut  être  bornée  quelquefois  à  une  aire  fixée,  d'où  elle 
ne  peut  sortir  (  *  ) . 

(')  Monatsberichte  der  Berl.  Akademie,  18G6,  p.  617. 

Bull,  des  Sciences mathém.  et  astron.,  t.  IV.  (Mai  1873.)  '^ 
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Le  sixième  Article  a  pour  objet  la  recherche  des  cas  où  le  triangle 
d'arcs  de  cercle  peut  être  transformé  en  un  triangle  sphéricpie  par 
rayons  réciproques.  Or,  pour  que  la  fonction  qui  préside  à  la  repré- 
sentation soit  algébrique,  il  est  nécessaire  et  suffisant  qu'il  existe 
un  nombre  JiJii  de  répétitions  symétriques  et  égales ,  mais  diffé- 
rentes les  unes  des  autres,  quand  nous  formons  toutes  les  répéti- 
tions de  ce  triangle  sphérique  suivant  la  loi  de  symétrie-,  par  con- 
séquent, il  faut  que  les  trois  plans  du  triangle  sphérique  soient  les 
plans  de  symétrie  d'un  corps  qui  ne  possède  qu'un  nombre  fini  de 
plans  de  symétrie.  Le  problème  qui  en  résulte,  et  qui  a  été  déjà 
résolu  par  Steiner,  conduit  aux  pyramides  régulières  (doubles)  et 
aux  polyèdres  réguliers.  Ces  considérations  servent  à  établir  les 
conditions  nécessaires  et  suflîsantes  pour  que  le  triangle  sphérique 
forme,  avec  ses  répétitions  égales  et  symétriques,  une  surface  de 
Riemann,  étendue  sur  la  surface  de  la  sphère.  Ainsi,  quand  aucun 
des  angles  du  triangle  d'arcs  de  cercle  n'est  un  multiple  de  7i,  on 
peut  reconnaître,  à  l'aide  d'un  petit  calcul  et  d'une  table  donnée, 
si  dans  un  cas  spécial  ces  conditions  sont  remplies  ou  non.  De  là 
dérivent  quinze  types  différents,  qui  correspondent  chacun  à  un 
nombre  infini  de  systèmes  de  valeurs  de  a,  j3 ,  y,  de  sorte  c[ue 
F  (a,  j3,  y,  x)  devient  pour  ces  cas  une  fonction  algébrique  de  x. 
A  la  fin  de  l'Article  on  trouve  quelques  exemples. 

Le  septième  Article  est  consacré  à  l'étude  des  cas  où  quelques-uns 
des  points  singuliers  de  l'équation  différentielle  de  la  série  hyper- 
géométrique  et  de  l'autre  du  troisième  ordre  sont  non  essentiel- 
lement singuliers. 

Meyer  (O.-E.).  —  Sut'  le  mouueinent  pendulaire  d'une  sphère 
dans  V air.  (12  p.) 

Dans  les  raisonnements  de  son  précédent  Mémoire,  t.  73,  p.  3i 
(voir  Bulletin,  t.  III,  p.  289),  l'auteur  avait  supposé  que  le  milieu 
environnant  était  incompressible ,  ce  qui  fait  cjue  les  formules 
obtenues  par  lui  ne  s'appliquent  qu'au  peu  d'expériences  faites 
dans  l'eau  par  Bessel.  Quoique  les  mômes  formules  ne  satisfassent 
pas  moins  aux  mesures  exécutées  sur  les  pendules  oscillant  dans 
l'air,  leur  démonstration  est  sujette  à  des  objections  fondées.  C'est 
pourquoi  l'auteur  a  traité  de  nouveau  la  question  pour  un  pendule 
oscillant  dans  l'air,  et  il  a  trouvé  que  ses  anciennes  formules  ne  se 
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prêtent  pas  en  toute  rigueur  à  cette  nouvelle  application,  mais 
qu'on  peut  pourtant  s'en  servir,  parce  que  les  grandeurs  qui  s'y 
joignent  sont  insensibles  par  leur  petitesse.  Le  calcul,  d'ailleurs 
très-semblable  à  celui  du  premier  Mémoire,  n'admet,  comme  alors, 
que  des  oscillations  infiniment  petites.  Les  observations  de  pen- 
dules qui  ont  été  faites  dans  l'air  peuvent  donc  être  soumises  au 
calcul,  comme  si  les  oscillations  avaient  eu  lieu  dans  un  milieu 
incompressible.  Cependant,  l'auteur  en  avait  donné  une  raison 
erronée  dans  son  premier  Mémoire,  en  disant  alors  qu'il  n'y  aurait 
pas  de  condensations  et  de  dilatations  sensibles  en  avant  et  en 
arrière  du  pendule,  pourvu  que  celui-ci  allât  assez  lentement. 
M.  Meyer  voit  maintenant  la  cause  du  phénomène  dans  une  autre 
circonstance  :  c'est  que  chaque  condensation  et  dilatation  va  se 
propager  dans  l'air  et  s'éloigner  du  pendule  avec  la  vitesse  de  pro- 
pagation du  son 5  partant,  elles  ne  s'y  feront  plus  sentir. 

KiEPERT  (L.).  —  addition  au  Mémoire  sur  la  division  de  la 
lemniscate  en  dix-sept  paj'ties.  (i  p.)  Voir  plus  haut,  p.  287. 
M.  Riepert  reconnaît  la  priorité  de  la  solution  du  problème  trouvée 
par  Wichert  en  1846,  et  fait  voir  en  quoi  elle  diffère  de  la  sienne. 

D-^  E.  Lampe. 


BULLETTLXO  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  Sciexze  matejiatiche  e 
FisicHE,  pubblicato  daB.  Boxcompagni  (').  —  In-4''. 

T. lY,  1871. 

Narducci  (E.).  —  Sur  une  traduction  italienne,  faite  au 
XIV*  siècle,  du  Traité  d'Optique  d' Alhazen,  mathématicien  du 
XI*  siècle,  et  sur  d'autres  tra^^aux  de  ce  sa\^ant.  (48  p.) 

M.  Narducci  démontre  que  le  célèbre  astronome  arabe  Alhazen, 
auteur  du  Traité  d'Optique  traduit  par  Risner  {^),  est  le  même 
que  Alhaçan  (ou  Mohammed  ben  Alhaçan  beii  Alhaïtam),  dont  les 
divers  travaux  mathématiques  ont  été  signalés  par  Casiri  ('^  )  et  par 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  96. 

(')  Opticœ  Thésaurus  Alkazeni  Arabis.  —  Basileae,  1572. 

(^)  Bibliotheca  Jrabico-Hispanica  Escurialensis.  —  Matriti,   ijGo. 
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Woepcke  (*),  et  le  même  aussi  que  Hassan  ben  Haïthem,  auteur 
d'un  «  Traité  des  Connues  géométriques  m,  traduit  par  M.  L,-Am. 
Sédillot(*). 

CuRTZE  (M.).  —  Suj'  l'orthographe  du  noîJi  et  sur  la  patrie  de 
Witelo  [  F^itellion) .  (29  p.  5  fr.) 

D'après  l'examen  d'un  grand  nombre  de  manuscrits  de  la  Per- 
spectiua  f^itellionis,  M.  Curtze  conclut  : 

1°  Que  le  vrai  nom  de  l'auteur  de  cet  Ouvrage  est  TVitelo ; 

2°  Que  ce  nom,  que  l'on  rencontrait  très-fréquemment  en  Tliu- 
ringe  au  xiii*  siècle,  est  d'origine  allemande  5 

3°  Que  Witelo  est  né  probablement  dans  une  ville  de  Pologne, 
d'un  père  tliuringien,  et  que  l'opinion  qui  le  ferait  descendre  de 
l'ancienne  famille  polonaise  des  Ciolek,  par  la  raison  que  \'itellio 
serait  la  traduction  latine  du  mot  ciolek  (veau),  n'a  aucun  fonde- 
m.ent  sérieux. 

Bokcompagni  (B.).  —  Sur  un  manuscrit  de  /'Optique  de  T^i- 
tellion  cité  par  Fra  Luca  Pacioli.  (4  p) 

Friedlei]\'  (G.).  —  Des  Définitions  attribuées  à  Héron.  (29  p. 5 
lat.) 

L'Ouvrage  qui  nous  est  parvenu  sous  le  nom  du  célèbre  géomètre 
et  mécanicien  d'Alexandrie  semble  être,  d'après  M.  Friedlein,  une 
composition  trop  médiocre  pour  appartenir  à  cet  auteur.  M.  Fried- 
lein donne  une  nouvelle  édition  corrigée  du  texte  grec,  en  l'accom- 
pagnant d'une  traduction  latine. 

BoiNXOMPAGjyi  (B.).  —  Sur  les  Définitions  de  Héron  d^ Alexan- 
drie. (3  p.) 

Catalak  (E.).  —  Sur  un  article  du  Journal  des  Savants.  (8  p. 5 
fr.) 

L'article  auquel  répond  M.  Catalan  est  un  compte  rendu  du 
Bullettino  di  Bibliograjia,  etc.,  publié  par  M.  Bertrand  dans  le 
Journal  des  Savants,  octobre  1870. 

Narducci  (E.).  —  Additions  à  l'article  intitulé  :  «  Sur  une  tra- 


(')  L'Algèbre  d'Omar  Alkhaj y âmî.  — Paris,  i85i. 
(•)  Nouveau  Journal  Asiatique,  mai,   1834. 
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duction  italienne,  faite  au\i\^  siècle,  de  /'Optique  d' Allia  zen,  etc.  » 
(3  p.) 

CtJRTZE  (M.).  —  Sur  quelques  écrits  imprimés,  inconnus  jusqu'à 
présent,  de  Domenico  Maria  Novara  de  Ferrare.  Notices  commu- 
niquées, sur  la  demande  de  M.  le  prince  Boncompagni,  à  la  So- 
ciété Copernicienne  des  Sciences  et  des  Arts  de  Thorn,  le  27  juin 
et  le  i5  août  1870.  (10  p.) 

L'original  allemand  de  cet~article  a  paru  dans  le  Recueil  intitulé  : 
Altpreussische  Monatschrift,  publié  à  Konigsberg.  Les  écrits  de 
Novara  qui  y  sont  signalés  sont  des  almanachs  [Prognostica)  pour 
les  années  de  i5oo  à  i5o4. 

Martin  (Th. -H.).  —  Sur  des  instruments  d' Optique  faussement 
attribués  aux  anciens  par  quelques  savants  modernes.  (74  P-j  f^") 

L'auteur  de  cet  intéressant  travail  résout  négativement  les  ques- 
tions suivantes  : 

1°  Les  anciens  ont-ils  eu  des  lunettes  d'approche,  des  lunettes 
astronomiques  ou  des  télescopes  à  miroir  ? 

:iP  Ont-ils  eu  des  microscopes,  des  loupes,  et  des  lunettes  pour 
les  myopes  ou  pour  les  presbytes.'^ 

Il  conclut,  en  outre,  que  les  télescopes  n'ont  pas  été  connus  avant 
le  commencement  du  xvii^  siècle  5  que  l'invention  du  microscope 
n'est  pas  antérieure  aux  dernières  années  du  xvi*^  siècle;  que  l'in- 
vention des  lunettes  de  presbyte  ou  de  myope  date  du  xiii^  siècle 
(vers  1280). 

SxEijN SCHNEIDER  (M.).  —  Sur  quelqucs  passages  d'écrits  du 
moyen  âge,  relatifs  à  l'aimant.  (46  p-) 

Ce  Mémoire  contient  les  résultats  des  recherches  de  l'auteur  sur 
divers  Ouvrages,  la  plupart  hébreux  ou  arabes,  relatifs  à  l'aimant. 

Bertelli  (le p.).  —  Sur  deux  nianuscrits  du  F^atican  de  /'Epis- 
tola  de  Magnete  de  Pierre  Peregrinus  de  3Iaricourt,  et  sur  les 
premières  observations  de  la  déclinaison  magnétique.  (29  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  les  éditions  de  /'Epistola  de  Magnete 
de  P.  Peregrinus  de  Maricourt.  (8p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  un  opuscule  de  Domenico  Maria 
Novara.  (2p.) 
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Gea'occiîi  (A.).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  écrits  de  Félix  Chib. 
(i8p.) 

Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  69.  Cette  Notice  est  suivie  d'un  Cata- 
logue des  travaux  de  Félix  Cliiô,  rédigé  par  M.  le  prince  Boncom- 
pagni  (20  p.). 

Sédillot  (L.-Am.).  —  Des  sai^afits  arabes  et  des  sa\'ants  d' au- 
jourd'hui, à  propos  de  quelques  rectifications.  Lettre  ci  M.  le 
prince  Boncompagni.  (18  p.^  fr.) 

Réponse  à  des  articles  de  MM.  Bertrand  et  Tli.-H.  Martin,  pu- 
bliés dans  le  Journal  des  Savants  et  dans  le  Bullettino. 

Friedleik  (G.). —  T^ictorii  Calculus,  ex  codice  Taticano  editus. 
(21  p.) 

Texte  latin  de  cet  opuscule,  précédé  d'une  Préface  de  l'éditeur. 

Martin  (Th. -H.)  —  Quelques  mots  de  réponse  à  31.  Sédillot. 
(2  p.-,  fr.) 

Matitik  (Tli.-H.).  —  Ptolémée,  auteur  de  /'Optique  traduite 
au  latin  par  Ammiratus  Eugenius  Siculus  sur  une  traduction 
arabe  incomplète,  est-il  le  même  que  Claude  Ptolémée,  auteur 
de  /'Almageste.f'  (4  p-^  fr.) 

M.  Martin  se  prononce  pour  l'affirmative. 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  une  traduction  latine  de  /'Optique 
de  Pto  lémée .  (22  p .  ) . 

Jacoli  (F.).  —  Sur  un  Commejitaire  de  Benedetto  F^ittori^ 
médecin  de  Faenza,  au  Tractatus  proportionuni  d' Albert  de 
Saxe.  (5  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sur  le  Tractatus  proportionum  d' Albert 
de  Saxe.  (i4  p.) 

Boncompagni  (B.).  —  Additions  et  corrections  à  l'article  inti- 
tulé :  «  Sur  les  définitions  de  Héron  d' Alexandrie  ».  (i  p.) 

A.  P. 
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MEMORIE  Dell'  Acc.vdemla.  delle  Sciexze  dell'  Istitito  di  Bologna  ('). 
2'  Série,  t.  IX;  1869. 

Beltkami  (E.).  —  Recherches  sur  la  Géométrie  des  formes  bi- 
naires cubiques.  (5i  p.) 

Utilisant  le  mode  de  repiésentatioii  géométrique  des  quantités 
complexes  découvert  par  Argand  et  vulgarisé  par  les  travaux  de 
Gauss  et  de  Caucliy,  l'auteur  en  a  fait  l'application  systématique  à 
la  théorie  des  formes  binaires,  tant  en  vue  d'éclaircir  cette  théorie 
par  l'évidence  qu'y  apportent  les  constructions  géométriques  conve- 
nablement choisies,  que  pour  faire  participer  la  Géométrie  elle- 
même  aux  avantages  qui  peuvent  résulter  d'une  telle  application. 
Après  avoir  rappelé  sommairement  les  propositions  les  plus  essen- 
tielles de  la  théorie  analogue  relativement  aux  formes  quadratiques, 
et  les  travaux  de  Mobius  et  de  TNI.  Bellavitis  sur  ce  sujet,  M.  Bel- 
trami  expose  les  résultats  de  ses  propres  recherches  sur  les  formes 
binaires  cubiques.  Les  propriétés  développées,  étant  relatives  à  des 
ligures  situées  dans  un  plan,  se  présentent  sous  une  forme  qui  sur- 
passe beaucoup  en  clarté  et  en  évidence  le  mode  d'exposition  de 
l'ancienne  théorie,  où  l'on  s'est  borné  jusqu'ici  à  considérer  des 
points  placés  en  ligne  droite.  On  peut  voir  par  cet  exemple  com- 
bien l'introduction  des  variables  complexes  apporterait  de  facilité 
dans  la  théorie  générale  des  formes  binaires. 

T.  X;  1870. 

Cremona  (L.). —  Sur  les  intégrales  à  différentielle  algébrique. 
(33p.) 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  trois  Parties.  Dans  le  premier  Chapitre, 
intitulé  :  «Réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  trois  espèces  », 
et  dans  le  troisième,  intitulé  :  «  Théorème  d'Abel  »,  l'auteur  a  eu 
pour  objet  les  matières  traitées  dans  les  premiers  paragraphes  du 
Livre  de  MM.  Clebsch  et  Gordan  (^),  et  il  les  expose  sous  une 
forme  beaucoup  plus  voisine  de  l'intuition  géométrique,  ce  qui  lui 
permet  d'obtenir  sur  quelques  points  de  notables  simplifications. 
Le  second  Chapitre  :  «  Formation  des  intégrales  de  3^  et  de  2^  es- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  2ig. 

(-)   Théorie  der  Abel'schen  Funccionen. 
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pèce  )),  est  nouveau  pour  le  fond  5  l'auteur  y  forme  les  intégrales 
normales  de  3^  espèce  d'une  manière  toute  différente  de  celle  qu'ont 
employée  MINI.  Clebscli  et  Gordan,  et  en  tire,  comme  cas  particu- 
lier, les  intégrales  de  2^  espèce,  sans  rencontrer  la  difficulté  algé- 
brique à  laquelle  il  est  fait  allusion  dans  la  page  28  de  l'Ouvrage 
cité. 

MicHEz  (J.).  —  Su7'  la  délennijiatioli  des  erreurs  de  position 
des  Jils  du  micromètre  à  rayons.  {18  p.,  i  pi) 

Cet  instrument,  connu  sous  le  nom  de  réticule  de  Bradley,  se 
compose,  comme  on  sait,  de  quatre  lamelles  métalliques  formant 
entre  elles  des  angles  de  4^  degrés.  Bien  que  présentant  quelques 
inconvénients,  il  n'en  est  pas  moins  un  des  appareils  les  plus  com- 
modes et  les  plus  simples  que  l'on  puisse  adapter  au  foyer  d'une 
lunette  parallactique  pour  mesurer  la  distance  des  astres  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison.  Les  formules  données  par  Lalande  et 
par  Delanxbre  pour  l'usage  de  cet  instrument  supposent,  pour  sim- 
plifier, que  les  écarts  des  fils  sont  exactement  de  45  degrés,  ce  qui  ne 
saurait  être  généralement  admis.  L'auteur  détermine,  dans  son  tra- 
vail, la  grandeur  des  erreurs  de  position  des  fils,  et  l'influence  de 
ces  erreurs  sur  le  temps  du  passage  d'un  astre  derrière  ces  fils. 

Chelini  (D.).  —  Sur  la  composition  géométrique  des  systèmes 
de  droites,  d'aires  et  de  points.  (48  p.) 

«  Exposer  les  lois  géométriques  qui  président  à  la  composition  et 
à  la  transformation  des  systèmes  soit  de  droites,  soit  d'aires,  soit  de 
points  affectés  de  coefficients,  abstraction  faite  de  toute  idée  de 
force  et  de  vitesse,  tel  est  l'objet  du  présent  écrit.  Dans  d'autres 
Mémoires,  l'auteur  a  souvent  touclié  ce  sujet,  mais  toujours  par- 
tiellement 5  ici,  il  se  propose  avant  tout  de  mettre  en  relief  le  prin- 
cipe d'unité  qui  en  pénètre  et  en  anime,  pour  ainsi  dii^e,  toutes  les 
parties,  en  les  rattachant  à  une  théorie  simple  et  élémentaire,  propre 
à  faciliter  aux  commençants  l'accès  de  la  Géométrie  analytique  et 
synthétique,  et  aussi  de  la  Mécanique.  L'auteur  s'est  étudié  à 
exposer  d'une  manière  purement  géométrique  les  grandes  concep- 
tions de  Poinsot  et  de  Chasles  sur  la  composition  et  la  réduction  des 
forces  et  des  rotations  simultanées,  conceptions  qui  pourraient 
peut-être   servir  de   base  à  une  nouvelle   exposition  des   théories 
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récentes  de  Pliicker,  en  ce  qui  regarde  du  moins  les  progrès  de  la 
Mécanique.  » 

PiANi  (D.).  —  Sur  le  centre  de  grav^ité;  considérations  histo- 
riques et  critiques.  (42  p.,  1  pi.) 

Ce  travail  est  divisé  en  trois  Articles.  Dans  le  premier,  l'auteur 
s'occupe  de  la  règle  centrobarique,  connue  sous  le  nom  de  théo- 
rème de  Guldin,  et  dont  on  rencontre  déjà  l'énoncé  dans  ce  qui 
nous  est  parvenu  des  Ouvrages  de  Pappus.  Il  fait  voir  que  Guldin 
aurait  pu  démontrer  sa  règle  d'un  trait  de  plume,  en  employant  les 
infiniment  petits  de  Kepler  et  de  Gi'égoire  de  Saint-^  incenl.  Le  se- 
cond Article  est  relatif  aux  distances  du  centre  de  gravité  à  tous  les 
points  d'un  système.  L'auteur  revendique  la  priorité  de  la  décou- 
verte du  théorème  de  minimum  de  la  somme  des  carrés  de  ces  dis- 
tances (*),  en  faveur  de  l'astronome  Petronio  Matteucci,  qui  a  pu- 
blié en  1707,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Bologne,  un 
travail  intitulé  :  ^nimadversiones  quœdani  pro  niinimo,  quod  in 
œquilibrio  viriuin  inuenitur ,  j uxta  distantiarumfonctionem  quam- 
lihet  attrahentium.  Le  troisième  Article  est  relatif  aux  applications 
à  l'Optique,  et  en  particulier  à  la  règle  de  Newton  pour  le  mélange 
des  couleurs. 

3*  Série,  t.  I;  1871. 

Santagata  (D.).  —  Sur  la  vie  et  les  Ouvrages  de  Domenico 
Piani.  (45  p) 

Cremona  (L.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du 
second  ordre.  (19  p.) 

«  Ce  travail  se  compose  de  deux  Parties,  l'une  concernant  la 
théorie  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  en  général,  l'autre  con- 
tenant l'application  de  cette  théorie  aux  surfaces  du  second  ordre. 

))  Dans  pla  remière  Partie,  l'auteur  met  en  évidence  l'existence, 
dans  toute  surface,  de  deux  lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  de  la 
section  à  l'infini  et  de  la  courbe  de  contact  avec  la  développable 
circonscrite  en  même  temps  à  la  surface  et  au  cercle  imaginaire  à 
1  infini.  Ces  lignes  sont  algébriques,  dès  que  la  surface  est  algé- 
brique. 

(')  Attribué  généralement  à  Cainot  et  à  Lhuilier. 


a5o  BULLETIN   DES  SCIENCES 

))  Le  procédé  ordinaire,  qui  consiste  à  considérer  les  lignes  de 
courbure  comme  celles  qui,  en  un  point  quelconque  de  la  surface, 
sont  orthogonales  et  ont  leurs  tangentes  conjuguées  entre  elles, 
établit  un  lien  intime  entre  l'équation  dilïcrentielle  de  ces  lignes  et 
deux  autres  équations  dilierentielles,  relatives  l'une  aux  lignes  (cy- 
cliques) dont  les  tangentes  rencontrent  le  cercle  imaginaire  à 
l'infini,  l'autre  aux  courbes  asymptotiques.  L'auteur  introduit  une 
autre  équation  différentielle,  que  l'on  peut  substituer  à  celle  des 
lignes  cycliques,  savoir  :  l'équation  dillerentielle  des  courbes  de 
contact  de  la  surface  donnée  avec  les  cônes  circonscrits,  dont  les 
sommets  sont  à  l'infini  sur  le  cercle  imaginaire.  Cette  nouvelle 
équation  s'intègre  immédiatement,  et  l'intégrale  est  algébrique 
toutes  les  fois  que  la  surface  donnée  est  elle-même  algébrique.  L'in- 
tégrale complète  de  cette  équation  donne  précisément  la  seconde 
des  lignes  de  courbure  mentionnées  ci-dessus. 

»  L'auteur  trouve,  sous  forme  homogène  et  symétrique  (tant  par 
rapport  aux  variables  cpi'aux  différentielles),  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  de  courbure,  et  les  autres  équations  différentielles 
dont  on  vient  de  parler,  en  supposant  toutefois  que  la  sui'face  soit 
algébrique  et  représentable  point  par  point  sur  un  plan. 

»  Les  formules  établies  dans  ce  IMémoire  le  sont  en  vue  d'appli- 
cations que  l'au^teur  réserve  pour  vme  autre  occasion.  Pour  le  mo- 
ment, il  se  borne,  dans  la  seconde  Partie,  à  considérer  l'exemple 
d'une  surface  à  centre  du  second  ordre.  La  méthode  par  laquelle  il 
détermine  l'équation  finie  des  lignes  de  courbure  consiste  en  ce  que, 
la  surface  étant  représentée  sur  un  plan,  et  les  lignes  de  eoiu^bure 
supposées  algébriques,  cpiand  on  connaît  les  images  de  cinq  d'entre 
elles  (lesquelles  doivent  être  des  courbes  d'un  même  réseau),  on 
trouve  l'intégrale  complète  précisément  comme  s'il  s'agissait  de 
construire  par  tangentes  une  conique  dont  cinq  tangentes  sont 
données.  Il  est  évident  que  ce  procédé  pourra  servir  à  la  recherche 
des  lignes  de  courbure,  des  lignes  asymptotiques,  et  en  généra]  des 
lignes  formant  une  série  telle  qu'il  n'en  passe  pas  deux  par  un 
même  point  de  la  surface,  dans  le  cas,  bien  entendu,  où  la  surface 
est  algébrique  et  représentable  sur  un  plan,  et  où,  de  plus,  les 
courbes  cherchées  sont  algébriques.    )) 

Chelini  (D.).  —  Sur  la  nouvelle  Géométrie  des  complexes .  (29p.) 
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«  Les  lois  qui  président  à  la  composition  des  systèmes  de  droites, 
d'aires  et  de  points,  bien  qu'elles  se  changent  en  lois  mécaniques, 
ou  que  les  droites  soient  supposées  représenter  des  forces  et  des 
mouvements,  n'en  sont  pas  moins  purement  géométriques  et  d'une 
évidence  presque  intuitive,  lorsqu'on  les  établit  de  la  manière  indi- 
quée par  l'auteur  dans  son  précédent  îMénioire  ['voir  p.  248).  Ces 
lois,  outre  l'avantage  de  porter  un  nouveau  jour  sur  les  rapports 
intimes  des  diverses  espèces  de  coordonnées,  ont  encore  celui  de 
comprendre  et  d'éclaircir  à  fond  les  principes  essentiels  de  la  Géo- 
métrie des  complexes,  dernière  œuvre,  en  partie  posthume,  de 
l'illustre  Pliicker.  Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  se  propose 
d'établir  ces  principes  sur  leurs  vraies  bases,  en  commençant  par  la 
théorie  de  la  connexion  projective  des  figures,  dans  l'exposition 
de  laquelle,  comme  dans  tous  ses  développements  successifs,  il 
cherche  avant  tout  à  atteindre  l'unité  de  plan,  l'ordre  et  la 
clarté.   )) 

MiCHEZ  (J.).  —  Sur  la  mesure  indirecte  des  distances.  (28  p., 
I  pi.) 

L'auteur  expose  le  théorème  analytique  des  instruments  inventés 
et  construits  par  ÎSL  L  Porro  pour  la  mesure  des  distances, 

Cremona  (L.).  —  Sur  la  trajisformation  rationnelle  du  2^  de- 
gré dans  l'espace,  dont  Vinverse  est  du  4^  degré.  [11  p.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  la  représentation  plane  d'une  Certaine 
surface  du  4^  ordre,  à  quatre  points  doubles.  «  La  surface  consi- 
dérée par  l'auteur  est,  parmi  celles  du  4^  ordre,  la  première  qui  ait 
pu  être  représentée  sur  un  plan,  sans  être  douée  ni  d'une  ligne 
multiple,  ni  d'un  point  triple.  Elle  n'a  que  quatre  points  doubles, 
dont  trois  sont  coniques,  tandis  que  le  quatrième  est  uniplanaire, 
et  le  plan  tangent  correspondant  coupe  la  surface  suivant  quatre 
droites  concourantes  en  ce  même  point.  La  surface  ne  possède  pas 
d'autres  droites,  et  elle  renferme  un  nombre  limité  de  coniques. 
L'auteur  a  obtenu  cette  surface,  qui  n'a  pas  encore  été  étudiée  par 
les  géomètres,  en  appliquant  à  une  surface  du  second  degré  une 
certaine  transformation  rationnelle  du  second  degré,  dont  l'inverse 
est  du  4^  degré.  Dans  la  représentation  plane  d'ordre  minimum, 
les  images  des  sections  planes  de  la  surface  en  question  sont  des 
courbes  du  6^  ordre,   w 
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BeltrAmi  (E.).  —  Sur  les  principes  fondamentaux  de  l' Hy- 
drodynamique rationnelle.  (Articles  I  et  11 5  ensemble  io4p.) 

Nous  réunirons  ici  les  analyses  de  ces  deux  Articles,  bien  que  le 
second  fasse  partie  du  tome  11  des  Memorie,  actuellement  en  cours 
de  publication.  «  L'intérêt  et  le  grand  nombre  des  résultats  acquis 
pendant  les  vingt  dernières  années  dans  cette  brandie  si  importante 
de  la  Mécanique  analytique  qui  constitue  l'Hydrodynamique  ont 
engagé  l'auteur  à  en  essayer  la  coordination  systématique,  en  pre- 
nant pour  base  les  équations  générales,  données  par  d'Alembert, 
par  Euler  et  par  Lagrange,  et  y  rattachant  les  découvertes  plus  ré- 
centes. Parmi  celles-ci,  après  les  beaux  travaux  analytiques  de 
Caucliy,  le  premier  rang  appartient  aux  Ouvrages  de  Helmholtz, 
non-seulement  à  cause  de  leur  portée  spécialement  hydrodyna- 
mique, mais  encore  à  cause  de  leur  liaison  avec  les  lois  de  l'élec- 
tromagnétisme,  liaison  dans  laquelle  il  est  permis  d'entrevoir  pour 
l'avenir  un  champimmense  de  recherches  physico-mathématiques. 

))  Le  premier  article  ne  comprend  que  la  partie,  pour  ainsi  dire, 
générale  du  travail  projeté  par  l'auteur,  et  il  est  consacré  surtout 
à  l'étude  du  mouvement  infinitésimal  des  fluides,  étude  dans 
laquelle  il  a  paru  nécessaire  de  procéder  avec  beaucoup  d'ordre  et 
de  rigueur,  et  avec  des  développements  suffisants,  afin  d'enlever 
tout  prétexte  aux  équivoques  qui  ont  donné  lieu  naguère  à  une 
longue  polémique  entre  deux  illustres  champions  de  la  Science. 
L'auteur  traite  d'abord  ce  sujet  sous  le  rapport  cinématique,  puis 
sous  le  rapport  dynamique;  il  démontre,  en  particulier,  qu'il  existe, 
en  chaque  point  d'un  fiuidc  en  mouvement,  trois  directions  ortho- 
gonales (variant  généralement  avec  le  temps),  possédant  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  axes  principaux  d'inertie  dans  les 
solides.  Ces  propriétés  apparaissent  plus  évidentes  et  plus  dignes 
d'attention,  quand  on  compare  le  mouvement  réel  d'une  molécule 
fluide  avec  le  mouvement  idéal  de  la  même  molécule,  supposée 
instantanément  solidifiée.  Ces  préliminaires  établis,  l'auteur  passe 
à  la  démonstration  des  nouveaux  théorèmes  hydrodynamiques  de 
Helmholtz  et  de  W.  Thomson,  en  excluant  toute  hypothèse  super- 
flue sur  la  nature  des  fluides,  et  admettant  seulement  l'existence 
d'un  potentiel  des  forces  extérieures,  comme  l'ont  fait  tous  les  géo- 
mètres. 

))  Dans  le  second  Article,  M.  Beltrami,  poussant  plus  loin  l'ana- 
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lyse,  aborde  la  considération  du  mouvement  géométrique  d'une 
portion  de  la  masse  fluide.  Pour  cela,  il  a  suivi  une  méthode  nou- 
velle, fondée  principalement  sur  le  théorème  de  Green,  en  obtenant 
directement  et  avec  facilité  non-seulement  les  théorèmes  connus  de 
Helmholtz  et  de  Thomson,  mais  encore  d'autres  qui  n'ont  pas  été  re- 
marqués jusqu'ici.  Parmi  les  résultats  les  plus  saillants  auxquels 
M.  Beltrami  est  parvenu  dans  cette  seconde  partie  de  son  travail, 
on  peut  citer  celui  qui  est  relatif  à  l'action  à  distance  accompagnant 
la  dilatation  ou  la  condensation  cubique  de  chaque  particule  fluide, 
action  qui  suit  la  loi  newtonienne  de  la  répulsion  ou  de  l'attraction 
respectivement.  D'autres  résultats  intéressants  découlent  d'une  dis- 
cussion rigoureuse  de  la  forme  que  prennent,  pour  les  fluides,  les 
trois  principes  généraux  connus  :  des  forces  vives,  du  mouvement 
du  centre  de  gravité,  et  des  aires.   » 

T.  II;  187a  (i"  fascicule). 

Cremona  (L.).  —  Représentation  plane  de  quelques  suT'faces 
algébriques  à  courbes  cuspidales.  (11  p.) 

«  Les  divers  géomètres,  qui  se  sont  occupés  jusqu'ici  de  la  repré- 
sentation des  surfaces  algébriques  sur  un  plan,  ont  déjà  traité  un 
grand  nombre  d'exemples  dans  lesquels  la  surface  proposée  est 
douée  d'une  courbe  double  ou  nodale. 

»  Quant  aux  surfaces  possédant  une  courbe  à  rebroussement  ou 
cuspidale,  on  a  bien  indiqué  la  voie  (*)  par  laquelle  on  pourrait  les 
déduire  de  la  théorie  des  transformations  rationnelles  de  l'espace  à 
trois  dimensions  \  mais  en  réalité  aucune  de  ces  surfaces  n'a  encore 
été,  à  la  connaissance  de  l'auteur,  étudiée  de  manière  à  en  fournir 
la  représentation  eflective.  C'est  pour  cette  raison  qu'il  exécute  une 
telle  étude  sur  deux  cas,  qui,  à  cause  de  leur  simplicité,  donnent 
des  résultats  très-instructifs.  Le  procédé  et  les  calculs  employés  par 
l'auteur  pour  obtenir  la  démonstration  proposée  ne  sont  pas  sus- 
ceptibles d'une  analyse  abrégée.   » 

(')  Nachrichten  v.  d.  K.  GeseUschaft  d.  Wiss.  zu  Gôttingen,  1871,  n"  3. 
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GIORNALE  Di  Matematiche,  pubblicato  cla  G.  Battagli.ni  e  F.  Fergola  ('). 
T.  X,  1872  (suite  et  fin). 

Janivi  (G.).  —  Exposition  de  la  théorie  des  substitutions. 
{2*  Article).  (i4  p.) 

Dans  cette  seconde  partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  expose  les 
propriétés  des  congruences  relatives  aux  substitutions  linéaires. 
L'Article  se  divise  dans  les  Chapitres  suivants  :  i .  Théorie  dcGalois. 
—  2.  Résidus  quadratiques.  —  3.  Congruences  du  second  degré  à 
plusieurs  inconnues. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  mou^^enient  géométrique  infinité- 
simal d'un  système  rigide.  (10  p.) 

Pour  faire  suite  aux  Notes  relatives  à  la  Statique  des  systèmes  de 
forme  invaiùable,  traitée  suivant  les  conceptions  géométriques  et 
mécaniques  de  Plûcker,  l'auteur  entreprend  de  traiter  par  la  même 
méthode  la  Cinématique  de  ces  mêmes  systèmes.  Dans  la  présente 
Note,  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  il  dé- 
montre les  propriétés,  dues  à  M.  Chasles,  concernant  le  mouvement 
infinitésimal  d'un  système  rigide. 

Hesse  (O.),  traduit  par  Valeriani  (V-).  —  Exposition  élémen- 
taire de  la  théorie  des  déterminants  (^).  (3i  p.) 

Cassani  (P-)-  — Etudes  sur  les  formes  binaires.  (5  p.) 

Cette  Note  contient  l'interprétation  géométrique  du  jacobien  et 

du  liessien  de  la  forme  syzygétique  qui  représente  une  involution 

d'ordre  n. 

Frattini  (G.). —  Enoncés  touchant  les  coordoiinées  cun^ilignes. 
(iP-) 

IsÈ  (E.),  Crocchi  (L.),  Cassani  (P.).  —  Solutions  de  questions 
proposées  dans  ce  Journal. 

Trudi  (N.).  — Sur  les  équations  binômes.  (38  p.) 
L'auteur  se  propose,  dans  ce  Mémoire,  de  mettre  en  relief  cer- 
taines propriétés  intéressantes  des  équations  binômes,  propriétés 


(')  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  i35,  et  t.  IV,  p.  196. 
(')Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  3o3. 
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en  partie  nouvelles,  en  partie  connues,  mais  laissées  de  côté,  même 
dans  les  Traités  étendus  d'Algèbre.  Le  Mémoire  se  divise  en  deux 
Sections,  dont  la  première  est  consacrée  à  l'exposition  de  quelques 
notions  relatives  à  la  théorie  des  nombres,  et  se  compose  des  Arti- 
cles suivants  :  i.  Quelques  propriétés  des  nombres.  —  2.  Sur  les 
résidus  quadratiques,  et  sur  le  symbole  de  Legendre,  généralisé 
par  Jacobi.  La  seconde  Section,  qui  traite  spécialement  des  équa- 
tions binômes,  coiatient  les  Articles  dont  voici  les  titres  :  i.  Quel- 
ques propriétés  des  racines  primitives.  —  2.  Facteurs  irréductibles. 
—  3.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  primitives.  — 
4.  Transformations  des  fonctions  entières  ou  fractionnaires  des 
racines  primitives. 

Albeggiani  (M.).  —  Développement  d'un  déterminant  à  élé- 
ments binômes,  et  application  à  quelques  questions  proposées  dans 
ce  Journal.  (i5  p.) 

Cassaini  (P.).  —  Démonstration  d'un  énoncé  proposé  dans  ce 
Journal,  (i  p.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  mouvement  géométrique  Jini  d'un 
système  rigide.  (7p.) 

En  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  l'auteur 
démontre  les  propriétés  dues  à  M.  Cliasles,  et  relatives  au  mouve- 
ment fini  d'un  système  rigide. 

CuoccHi  (L.).  —  Tliéoreme  de  Géométrie.  Observations  et 
questions.  (5p.) 

OviDio  (E.  d').  —  Sur  les  lignes  et  les  surfaces  du  second 
ordre,  par  rapport  auxquelles  deux  lignes  ou  deux  surfaces  don- 
nées du  second  ordre  sojit  polaires  réciproques.  (7  p.) 

L'objet  principal  de  cet  Article  est  la  solution,  purement  géomé- 
trique, du  problème  de  la  détermination  d'une  surface  du  second 
ordre,  par  rapport  à  laquelle  deux  surfaces  données  du  second  ordre 
sont  polaires  réciproques. 

Paxjlis  (R.  de).  —  Solutions  de  quelques  questions  proposées 
daîis  les  Nouvelles  Annales.  (0  p) 

AscHiERi  (F.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites.  (4  p.) 

Dans  cette  Note  (qui  sera  continuée  dans  un  fascicule  suivant  du 
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Giornale)^  l'auteur  expose  certaines  propriétés  des  complexes  du 
premier  degré,  lesquelles  conduisent  à  un  principe  de  dualité,  et  à 
un  système  de  coordonnées  tangentielles  dans  l'espace  à  quatre  di- 
mensions. 

Beltrami  (E.).  —  Annonce  de  la  mort  d' Alfred  Clebsch.  (2  p.) 

SiAcci  (F.).  —  Sur  une  série,  et  sur  une  fonction  des  coefficients 
binomiaux.  (11  p.) 

La  série  qui  forme  l'objet  principal  de  cette  Note  est  celle  qui, 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  x^  a  pour  somme /"( ]• 

La  fonction  des  coefficients  binomiaux,  que  l'on  considère  ensuite, 
est  celle  qui  représente  la  somme  des  produits  n  à  «,  avec  répéti- 
tions, des  nombres  i,  2,...,  /■.  L'auteur  montre  la  liaison  qui 
existe  entre  ces  recherches  et  les  expressions  des  nombres  de  Ber- 
noulli. 

Table  générale   des  dix  premiers  volumes   de  Giornale   par 
ordre  alphabétique  des  noms  d' auteurs.  ^16  p.) 

G.  B. 


MÉLANGES. 

SIR  LA  THÉORIE  ALGÉBRIQUE  DES  FORMES  OLADRATIQUES  ; 
Par  L.  KRONECKER. 

(Extrait  des  Comptes  rendus  mensuels  de  l' Académie  des  Sciences  de  Berlin,  juin  1872.) 

Le  problème  de  déterminer  une  forme  quadratique  positive  du 
plus  grand  déterminant  possible,  qui  prenne,  pour  n  -\-i  systèmes 
donnés  de  valem-s  des  n  variables,  certaines  valeurs  assignées  d'a- 
vance, conduit  à  une  méthode  très-simple  pour  traiter  le  «  pro- 
blème de  maximum  »  dont  M.  Borchardt  a  communiqué  à  notre 
Académie,  en  1866,  une  solution  complète,  publiée  dans  les  Mé- 
moires de  cette  même  année.  Pour  le  cas  de  «  =  3,  auquel  est  con- 
sacrée la  présente  Note,  on  obtient  ainsi,  d'une  part,  le  tétraèdre 
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renlermant  le  plus  grand  volume  parmi  ceux  dont  les  faces  ont  des 
aires  données,  et,  d'autre  part,  l'ellipsoïde  de  volume  minimum, 
ayant  un  centie  donné  et  circonscrit  à  un  tétraèdre  donné. 

Le  problème  algébrique  proposé  peut,  moyennant  une  transfor- 
mation de  variables,  se  réduire  immédiatement  au  cas  où  les  valeurs 
d'une  forme  quadratique  ternaire  positive  f[jCi^  x^^  X3),  pour  les 
quatre  systèmes  de  valeurs 

00  \  —  1  y       OC  \  —  Oj       OC  \  —  O^       3C  \  —  1  j 

OC1    Oy  3Cl    I  y  oc "X    O^  OC1     I    y 

OC3  —  Oy       OC-^  —  O,       ^3  :^^  I ,       OC-i  —  1 , 

sont  données  respectivement  par  les  quantités  f\^  f\^  f\^  f\ .  On 
peut  supposer  ici  que  la  valeur  f\  soit  plus  grande  que  les  trois 
autres,  et,  pour  les  valeurs  des  quantités  y",  prises  positivement,  on 
a  nécessairement  la  condition  d'inégalité 

car,  dans  une  forme  positive 

les  coefficients  c  sont,  en  valeur  absolue,  moindres  que  l'unité,  et, 
par  suite, 

c'est-à-dire  J"J  est  moindre  que  le  carré  àefi  -\-f^  ~^ft- 

Maintenant  une  telle  forme,  c'est-à-dire,  en  général,  toute  torme 
ternaire  positive,  abstraction  faite  d'un  facteur  commun,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(    ViX--hV2Xl-\-V,xl—{ViXi-{-V2X2+V3Xiy 
{  -h  WtX^Xi-h  W2X3Xi-{-  W3XiX2, 

les  coefficients  t^  et  çv  étant  réels,  et  satisfaisant  aux  conditions 


t'i  4-  4^2  H-  V3  H-  ('4  =  I ,       (V,  +  tV2  -^-  (Va  =:  O. 
Bull,  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  IV,  (Mai  1873.)  '7 
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Il  est  aisé  de  voir  qu'il  existe  eiFectivement  des  valeurs  réelles  de 

^'l^  ^'27  t^sî  ^k-)  vérifiant  ces  relations-,  car,  si  l'on  pose 


I-   2C/,=:  Wi+4((;^2_(;,)-ll,        (i  =   I,   2,    3), 

le  radical  étant  pris  positivement,  il  résulte  de  la  sommation  des 
trois  valeurs  de  cette  expression  pour  i  =  i,  2,3  l'équation 


i  +  ^c',  =\   W  1  +  4(1^:;  — c^-fe^      (/=  1,2,3), 

i 

qui  détermine  pour  u^  une  valeur  réelle.  En  effet,  si  l'on  égale  1^4  à 
zéro  ou  à  -h-  00  ,  le  premier  membre  devient  moindre  que  le  second, 
tandis  que,  pour  des  valeurs  de  1^4  immédiatement  supérieures  ou 
inférieures  à  l'unité,  suivant  que  f^-^-fl+Jl  est  plus  grand  ou 
plus  petit  que  ^"4,  c'est  le  premier  membre  qui  a  la  plus  grande  va- 
leur. Comme,  de  plus,  les  deux  membres  restent  continus  dans  tout 
l'intervalle  entre  u,,  =  o  et  1^4  =  cxi  ,  il  existe  une  valeur  positive  de 
v'4,  et  une  seule,  comme  on  le  verra  par  les  développements  ultérieurs, 
qui,  suivant  que  l'un  ou  l'autre  cas  a  lieu,  est  inférieure  ou  supé- 
rieure à  l'unité.  Ces  deux  cas  peuvent  être  caractérisés  respective- 
ment par  £  =  -f-  1  et  z  =  —  i,  ce  signe  étant  défini  par  l'inégalité 

^'if'+fl+fl-fl)>o. 

La  forme  (F),  de  même  que  Ui^  r^,  ^3,  est  positive  ou  négative  en 
même  temps  que  e  5  la  somme  i>i  -+■  t'2  -f-  \'z  est  toujours  moindre  que 
lunité,  puisque  Ui,  est  positif. 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  que  le  déterminant  d'une  forme 
eF,  les  coefficients  p-i,  1^27  ^3  restant  constants,  peut  toujours  dimi- 
nuer de  valeur,  tant  que  les  coefficients  çvi,  çvj,  w^  ne  seront  pas 
tous  nuls.  Pour  cela,  imaginons  que  les  deux  groupes,  de  trois 
termes  chacun,  contenus  dans  l'expression  (F),  soient  transformés 
l'un  et  l'autre  en  une  somme  de  carrés,  et  que  l'on  obtienne  de  cette 
manière  les  équations  suivantes  : 
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ti,  tj,  fs  sont  ici  les  valeurs  respectives  de  j  j,  j)  jjj)'»,  lorsqu'on  fait 
X,  =  Xg  =  Xj  =  I ,  et  entre  les  quantités  y?  et  f  on  a  les  relations 

p,t]-\-p2tl  +  p3tl  =  o,    pi-{-  P2  +  pi=:o, 

de  sorte  qu'il  existe  une  quantité  p  telle  que  l'on  ait 

p,=p{tl-tl),     p,^p[tl-t\),     p,  =  p{t]-tl). 
La  forme  (F),  multipliée  par  e,  se  change  alors  dans  la  suivante  : 

(G)  (n-7?,)rî 4-  (i  -^p^)rl  +  (i  +/?3Jr3  —  £(Ar,+  ^.r,  +  ^3/3)% 

et  son  déterminant 

{i+p,){i-^p,){i+p,)(i--i!i — m — îiL.) 

^        ^         '    \      !+/>.     i-^p.     i-hpj 

prend,  pour  /?  =  o,  c'est-à-dire  pour  pi  =  p^  =  j)^  =  o,  comme 
on  peut  s'en  assurer  d'une  manière  tout  à  fait  directe,  sa  valeur 
maximum 

i  —  e{t]-h  tl  +  tl),     ou     i'4. 

En  effet,  il  est  clair  d'abord  que  le  produit  [i-{-pi)  (H-/^?)  (i  +  Z^s) 
ne  peut  surpasser  la  valeur  i  ;  car  la  somme  des  trois  facteurs  est 
constamment  égale  à  3,  et  deux  au  moins  d'entre  eux  doivent  avoir 
des  valeurs  positives,  pour  que  la  forme  (G)  soit  positive.  Si  le  pro- 
duit devient,  d'après  cela,  égal  à  i  —  </^,  et  que  l'on  pose 

le  déterminant  de  la  forme  (G)  sera,  pour  e  =  —  i , 

t^4  —  q-  —  p'{  t\  tl  tl  —  s^s-j^), 

et  le  multiplicateur  de^^  ne  devient  jamais  négatif,  puisqu'on  peut 
le  ramener  à  la  forme 

ks,{t\-  tl)  ^  \s.,[t\-  t])  +  U,{t\-  t\), 

et  que,  des  trois  quantités  5,  une  seule  au  plus  est  négative.  Pour 
£  =  -h  I ,  au  contraire,  le  déterminant  devient 

v,  —  v,(p+{i  —  v,){i  +  p,)p,p,~  t]{p,  —  p,){p,—  p,}, 

n- 
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et  les  trois  termes  qui  suivent  1^4  sont  tous  négatifs,  parce  que 
o  <^  p-i  <^  I ,  et  qu'en  outre  i  -h  Pi  (de  même  que  i  -f-  />2,  i  +  p^  ) 
est  positif,  et  que  l'on  peut  supposer, 

soit    pi^=p2^o>  Pi,         soit    PiSp2^o<p3. 

Par  ces  expressions  du  déterminant,  il  devient  évident  que  leur  va- 
leur maximum  est  ^^4,  et  que  cette  valeur  s'obtient  seulement  en  po- 
sant p  =  o,  c'est-à-dire  piz=:  pç^  z=  p^  =  o.  De  là  résulte  d'abord 
que,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  une  fonction  ternaire  posi- 
tive quelconque  peut,  d'une  seule  manière,  se  ramener  à  une  forme 
telle  que  F,  ou  que,  à  chaque  proportion  déterminée  que  l'on 
donnera 

n-fl'fl-fl 

correspond  un  système  unique  de  valeurs  de  v-j,  ^^2,  ^'3,  W4;  car,  au- 
trement, une  forme  de  déterminant  minimum  pourrait  aussi  être 
représentée  par  deux  formes  F  avec  des  coefficients  v»  différents,  et 
par  suite,  au  moins  une  fois  de  telle  manière  que  deux  des  coeffi- 
cients w  fussent  différents  de  zéro.  Il  s'ensuit  alors  que,  parmi  les 
diverses  formes  positives  ternaires  eF  qui  ne  dilïèrent  entre  elles 
que  par  les  valeurs  des  coefficients  çv,  celle-là  a  le  plus  grand  déter- 
minant, dans  laquelle  on  a  Wi=  w.2  =^3=0^  c'est-à-dire  que  la 
forme 

($)  v,x\  -+-  ViXl  -+-  V3XI—  (c'iJr,  +  v,a;j-h  v^x^Y, 

divisée  par  /-,  est  la  forme  cherchée  de  déterminant  maximum,  qui, 
pour  les  systèmes  donnés  de  valeurs 

Xi=l,      x,  =  o,      Xi  =  0,      X,=  ly 
^2  =  0,     072=1,     ;r2  =  o,     0:2  =1, 

X3  =  o,      Xi  ^^^  o,      Xi  =^  I  f      X.\  ^^:  1  j 

prend  respectivement  les  valeurs /^ , /^ ,/', /^ ,  les  quantités  r,  v^i, 
t^,,  V3  étant,  à  l'aide  d'une  quantité  auxiliaire  n,  déterminées  par 
les  équations 

^g-^l='fiy     Zu''"'^''     (.^=1»  2,  3,4), 
s 
et,  pour  le  reste,  de  la  manière  exposée  ci-dessus.  Le  déterminant 
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de  la  forme  0  est 

et  la  forme  adjointe  (déjà  considérée  dans  les  recherches  de  Bor- 
chardt),  divisée  par  le  déterminant,  est 

(0')  -Il  +  ^  +  -^  +  -  [x,  -hx,+  x,Y; 

«',  t'2  ^3  <-'4 

Je  diviseur  r  est  positif  ou  négatif  en  même  temps  que  e,  et  est  dé- 
terminé par  une  équation  qui,  sous  forme  irrationnelle,  peut  s'écrire 
ainsi 


>Vi  — 4^/5=2,    (^=1,2,3,4), 

s 
et  qui  coïncide  au  fond  avec  celle  qui  sert  de  base  aux  recherches 
de  Borchardt  déjà  citées.  Pour  e  =  -h  1 ,  les  quantités  u  et  par  suite 
aussi  4>'  sont  positives,  ainsi  que  ^.  Pour  e  =  —  !<)  ^i-,  ^'t-,  ^3  sont 
négatifs,  et  par  suite  la  forme  — 0  positive. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  l'indication  d'une  valeur  de  la  forme 
pour  Xi  =  x^  =  X3  =  1^  il  résulte  presque  immédiatement,  de  la 
méthode  développée  plus  haut,  que  la  forme 

flx]+flxl+flxl 

a  le  déterminant  maximum  5  car,  si  l'on  conçoit  qu'à  cette  forme 
on  ajoute  un  groupe 

et  qu'on  transforme  alors  simultanément  les  deux  formes  ternaires 

en  sommes  de  carrés,  savoir,  dans  les  expressions 

respectivement,  où  l'on  a 

Pi-+-  p2-hp3  =  O,      H-j7,  >o,      1  4-/^5  >o,      i-f-/?,  >o, 
le  déterminant,  savoir,  le  produit 

(i  -{-p,){i-{-p,){i-^p,), 

ne  sera  évidemment  un  maximum  que  si  l'on  a  pi  ■=  p,  =  p^  =  o^ 
et  partant  aussi  Wj  =  tvj  =  Wj  =  o. 
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Absolument  comme  par  l'omission  d'une  valeur  de  la  forme,  le 
problème  se  simplifie  aussi  lorsqu'on  donne  en  plus  une  cinquième 
valeur  de  la  forme,  c'est-à-dire  lorsqu'il  s'agit,  dans  un  groupe  de 
formes 

(r  —  /.)9(^,,  x-i,  Xi)  +  >  '^(^i,  X;,  Xi), 

de  déterminer  la  forme  positive  dont  le  déterminant  est  maximum. 
La  valeur  correspondante  de  X  est,  en  eflet,  une  des  deux  valeurs 
réelles  pour  lesquelles  s'évanouit  la  dérivée  du  déterminant  de 
(j)  -f-  X  (<];  —  (p),  prise  par  rapport  à  "k.  Que  toutes  les  conditions  du 
problème  sont  ainsi  remplies,  c'est  ce  qu'on  peut  établir  comme  il 
suit.  Imaginons  que  chaque  forme  du  groupe  soit  représentée  par 
une  somme  de  trois  carrés  5  ceux-ci  ont  leurs  trois  signes  détermi- 
nés, et  ainsi  à  chaque  forme  appartient  une  certaine  combinaison 
désignes.  Or  la  série  totale  des  valeurs  depuis  X  =  — 00  jusqu'à 
X  =  -h  00  est  partagée,  parles  valeurs  qui  annulent  le  déterminant, 
en  quatre  intervalles,  auxquels  correspondent  autant  de  sections  du 
groupe.  A  toutes  les  formes  d'une  même  section  appartient  une  même 
combinaison  de  signes,  tandis  que  d'une  section  à  l'autre  un  des 
trois  signes  change.  Les  sections  correspondant  aux  deux  inter- 
valles extrêmes  ne  contiennent  que  des  formes  indéfinies,  puisque, 
par  hypothèse,  il  y  a  des  valeurs  réelles  des  variables  x  pour  les- 
quelles cji  =  t];,  et  qui  par  suite  annulent  la  forme  ^  —  (p.  Les  va- 
leurs \  =  o  et  X  =  I  doivent  donc  appartenir  à  l'un  des  deux  in- 
tervalles moyens,  puisque  les  formes  correspondantes  ^  et  i|/  sont 
positives  et  définies,  et  c'est  dans  ce  même  intervalle  que  doit  être 
comprise  la  valeur  de  A  correspondant  à  leur  maximum,  puisque 
c'est  un  intervalle  moyen,  et  que  le  déterminant  y  est  positif, 

§11. 

Pour  l'application  géométrique  dont  il  a  été  question  ci-dessus, 
soient  i,  2,  3,  4  ï^^s  quatre  sommets,  et  f^^  /^,  /a,  f^.  les  valeurs 
des  aires  des  quatre  faces  opposées  d'un  tétraèdre.  Désignons  res- 
pectivement les  quatre  plans  par  I,  II,  III,  IV,  et  les  cosinus  des 
angles  de  leurs  normales  par 

Cgh.     (g',  A  =  1,  2,  3,  4). 
Pour  le  tétraèdre  maximum  ayant  des  faces  d'aires  données y'i,/^. 
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f%ifk  (ou  pour  un  tétraèdre  semblable  à  celui-là),  les  quantités  c,,, 
Cj3,  C31  devront  être  déterminées  de  telle  sorte,  que  la  forme  (f)  du 
,^  P*"  soit  positive,  que  son  déterminant  soit  un  maximum,  et  qu'en 
même  temps,  pour  x,  =  jCj  =  -^s  =  ii  elle  prenne  la  valeur  y, %  la 
condition 

(A)  n   ^fî   +//  +  '^O.JS  -+-  2C3,/3/,   +  2C„/,/.  =/,^ 

devant  être  satisfaite.  Les  trois  autres  cosinus  c,4,  C24,  C34  sont 
ensuite  déterminés  par  la  condition 

et  par  les  conditions  analogues. 

Comme  la  somme  des  quatre  quantités  ^^l,  t^j,  v%^  v^^  définies 
ci-dessus  algébriquement,  est  égale  à  l'unité,  ces  quantités  peuvent 
être  considérées  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  5, 
rapportées  à  un  tétraèdre  quelconque  i,  2,  3,  4i  c'est-à-dire  qu'il 
existe  un  point  pour  lequel  les  volumes  des  tétraèdres 

(1234) : (5234)  :{i534):  (1254): (1235) 

sont  entre  eux  comme 

lit'.:  Vi  :  cj  :  v^, 

les  volumes  étant  pris  avec  des  signes  convenables,  de  telle  façon, 
par  exemple,  que  (i234)  6t  (0284)  soient  de  môme  signe  ou  de 
signe  contraire,  suivant  que  les  points  i  et  5  sont  ou  non  d'un 
même  côté  du  plan  des  points  2,3,4-  Si  l'on  désigne  par  I,  11, 111, 
IV  les  quatre  plans  parallèles  respectivement  à  I,  II,  III,  IV,  et  pas- 
sant par  les  points  i,  2,  3,  4^  ^e  point  5,  d'après  le  §  P""  (F*),  a  la 
propriété,  caractéristique  pour  sa  détermination,  que 

(B)  (5I)(5Ï)  =  (5II)(5n)=(51II)(5ÏÏÏ)  =  (5IV)(5ÏV), 

les  expressions  entre  parenthèses  désignant  les  distances,  comme 
dans  tout  ce  qui  va  suivre.  Pour  ce  point  5,  comme  on  l'a  montré 
plus  haut,  les  rapports 

(1234) : (5234) : (i534) : (1254) : (i235) 
dépendent  uniquement  des  rapports  des  aires  de  triangles 

(234):(i34):(i24):(i23), 
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ou 

/'  •  .n  •  h  •  /«  > 

ils  sont  donc  constants  pour  tous  les  tétraèdres  dans  lesquels  les 
derniers  rapports  ont  des  valeurs  données.  Désignons  tous  ces  té- 
traèdres par  [i,  2,  3,  4],  et  tous  les  tétraèdres  semblables  entre  eux, 
qui  (relativement  à  leur  surface)  comprennent  un  volume  maxi- 
mum, par  [i\  Q.\  3%  4°]. 

La  détermination  du  point  5,  pour  un  quelconque  des  tétraèdres 
[i,  2,  3,  4]i  doit  être  considérée  comme  l'interprétation  géomé- 
trique de  la  résolution  de  l'équation,  établie  au  §  P",  qui  détermine 
V\i  t^a,  t^3,  Vi,-,  au  moyen  des  valeurs  des  rapports 

Le  point  5  étant  trouvé  pour  un  tétraèdre  quelconque  [i,  2,  3,  4]  5 
on  en  déduit  d'une  manière  très-simple  les  difïérents  éléments  de 
la  détermination  du  tétraèdre  particulier  [i**,  2°,  3",  4"]-  ^^  la 
forme  quadratique  $  du  §  P'  résultent,  en  effet,  immédiatement  les 
valeurs  de  Cja,  C23,  C31;  puis,  de  l'équation  de  projection  (A'),  les 
trois  autres  cosinus  C14,  C94,  C34.  De  plus,  de  la  forme  adjointe  4»'  du 
§  P"",  on  tire  les  valeurs  des  arêtes  et  des  cosinus  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles,  en  remarquant  simplement  que 

-$     est  la  forme  adioinle  de     -^\ 
r  ^  s 

s  étant  pris  avec  le  même  signe  que  /',  et  défini  par  l'équation 

En  introduisant  encore,  au  lieu  des  quantités  v^  leurs  valeurs 
réciproques  v\  on  obtient,  de  la  manière  indiquée,  les  détermina- 
tions suivantes  pour  un  tétraèdre  [i",  2°,  3",  4"]  : 


cos' [{/u),{hk)]  = 


l  —  Vi    I  —Çf/i  i>i  —1    Vk—  1 


Vh  +  Vi  Vh  -\-  Vk         v'h  +  V'i  V,,  -f-  t'I 

45.  (5»  /r)'  =  cl-  -  I ,     s.{  iky  =  i^'i  H-  (;',, 
36  s'  (  i»  2»  3"  4"  )'  =  (/,  (/,  i>\  v\ . 


7» 
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Les  indices  ,^,  A,  i^h  correspondent  ici  aux  sommets  i",  2**,  3', 
4",  et  Cil  doit  être  pris  avec  le  signe  de  —  er,  t^^,  puisque  l'on  a 

rfifkCik  =  —  t^.tv,; 

enfin  {if(),.  .  .  représentent  les  distances  des  points  entre  paren- 
thèses. La  valeur  de  s  distingue  seule  les  uns  des  autres  les  tétra- 
èdres semblables,  et,  multipliée  par  4,  elle  est  la  valeur  réciproque 
du  produit  (51)  (oî),  constant  pour  les  quatre  faces  des  tétraèdres. 
Les  déterminations  ci-dessus  font  voir  que  les  arêtes  opposées  sont 
perpendiculaires  deux  à  deux,  et  que,  par  conséquent,  les  quatre 
hauteurs  du  tétraèdre  se  coupent  en  un  même  point,  lequel  est  le 
point  5",  puisque  celui-ci  satisfait  à  la  condition  (B),  et  partant  à 
la  suivante  : 

(B«)  (i»5»)(I«5'')  =  (2«5'')(IP5°)  =  (3«5»)(III»5»)  =  (4»5»)(lV»5"). 

Les  valeurs  absolues  de  c^  sont,  d'après  cela,  les  cosinus  des 
angles  que  font  entre  elles  les  lignes  (5oi)  et  (o^A),  ces  angles  étant 
comptés  de  telle  manière  que  les  lignes  allant  de  5°  à  i  et  à  k  fassent 
entre  elles  un  angle  obtus  ou  aigu,  suivant  que  l'on  aura 

e=  H-  I        ou        £  rrr  —  I. 

Donc,  dans  le  tétraèdre  [i*  a^  S**  4"]!  l^s  produits  deux  à  deux  des 
trois  arêtes  qui  partent  d'un  même  sommet,  multipliés  par  le  cosi- 
nus de  l'angle  que  ces  arêtes  font  entre  elles,  sont  constants,  aussi 
bien  que  les  six  produits  deux  à  deux  des  lignes  menées  du  point  S" 
aux  sommets,  multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elles  compren- 
nent. Cette  dernière  propriété ,  c'est-à-dire  l'existence  d'un  tel 
point  5°,  suffit  déjà,  étant  données  les  aires  des  faces,  pour  déter- 
miner complètement  soit  le  tétraèdre  de  volume  maximum,  soit 
celui  dont  les  hauteurs  concourent  en  un  même  point,  et  cela  de 
telle  manière  qu'il  en  ressort  l'identité  de  ces  deux  tétraèdres;  car, 
si  l'on  prend  le  point  D*>  pour  origine  d'un  système  de  coordonnées 
orthogonales,  il  faut,  par  supposition,  que  la  relation 

^k  Xi  -f-  y'h  Yi  -H  Zh  Zi  =  Xh  Xk  H-  n  yk  -+-  Zh  Zk 

ait  lieu  pour  les  trois  indices  /?,  î,  ^  =  i,  2,  3,  4^  c'est-à-dire  pour 
les  sommets  du  tétraèdre  pris  trois  à  trois.  Or  cette  relation  prouve 
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aussi  que  la  ligne  [b^h)  est  dirigée  ^perpendiculairement  à  l'arête 
(it'A),  et  le  point  'j^  doit,  en  conséquence,  se  trouver  sur  chacune  des 
quatre  hauteurs.  Les  équations  (B"*)  ayant  lieu  pour  un  point  5"  de 
concours  des  hauteurs,  on  en  conclut,  pour  les  coordonnées  homo- 
gènes p", ,  t^25  ^3-1  ^i  de  ce  point,  les  déterminations 

c,  -  t'^  :  c.  -  c'^  :  i'3  -  (^^  :  c/,  -  vl  =.P  :  fi  :  fl:  f; , 

qui  justifient  l'exactitude  de  notre  assertion.  Un  tétraèdre  dont  les 
hauteurs  concourent  en  un  même  point  comprend  donc  un  volume 
plus  grand  que  tout  autre,  dont  les  faces  ont  les  mêmes  aires  \  et, 
réciproquement,  le  tétraèdre  maximum  est  complètement  défini  par 
l'existence  d'un  point  de  concours  des  hauteurs  5^ .  Enfin,  de  la  pro- 
priété caractéristique  d'un  point  de  concours  des  hauteurs  5**,  éta- 
blie ci-dessus,  résulte  une  construction  simple  et  intuitive  du  té- 
traèdre maximum.  Puisqu'on  a,  en  effet, 

(5Ï)=(5I)(^  -I),     (5ÏÏ)  =  (5II)(c'',-i),..,, 

4^(5»l''j==:  (^',   —  l),       4.?(5'' 


vO  „o  \2  . 


on  n'a  qu'à  déterminer  le  point  5  dans  un  tétraèdre  quelconque, 
dont  les  aires  des  faces  sont  données,  puis  à  prendre,  à  partir  d'un 
point  quelconque  5**,  dans  quatre  directions  différentes,  quatre  lon- 
gueurs 

(5"!^,     (5»  2»),     (5«3"),     (5»  4M, 

dont  les  carrés  soient  proportionnels  aux  quotients 

(5Î)       (5ÎÎ)       (5ÏÏÏ)-     (5ÎV) 
(51)'      (511)'      (5I1I)'      (51V)' 

de  telle  manière  que  les  produits  de  ces  longueurs  deux  à  deux, 
multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  aient 
tous  la  même  valeur.  On  obtient  ainsi  les  quatre  sommets  i°,  2", 
3",  4°  J^'un  tétraèdre  dont  les  aires  des  faces  sont  proportionnelles 
à  celles  des  faces  du  tétraèdre  [i234],  et  qui,  relativement  à  sa  sur- 
face, renferme  un  volume  maximum  (*). 


(')  Pour  comparer  nos  notations  à  celles  de  Borchardt,  et,  en  particulier,  avec 
celles  que  ce  géomètre  a  employées  dans  son  exposition  insérée  dans  le  Traité  des 
Déterminants  de  Baltzer  (3^  édition,  p.  233  et  suiv.),  je  remarque  que  les  quantités  v' 
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Si  l'on  cherche  une  interprétation  géométrique  analogue  des  deux 
autres  résultats  algébriques,  concernant  les  formes  de  déterminant 
maximum  pour  lesquelles  on  donne  trois  ou  bien  cinq  valeurs  de  la 
forme,  on  voit  que  l'on  n'obtient,  dans  le  premier  cas,  que  l'angle 
trièdre  trirectangle,  comme  celui  dont  le  sinus  a  une  valeur  maxi- 
mum. Dans  le  second  cas,  au  contraire,  on  obtient  la  détermination 
des  cosinus  Cj,,  C2s,  C31  des  trois  angles  que  font  deux  à  deux  des  di- 
rections pour  lesquelles  on  a 

^'  -f-  ^:   +  cf-;   -4-  2  6',2  cf,  §,  -t-  2C„  ^j  ^3  +  2C3.  ^i  ^,  —  ^], 

en  même  temps  que  le  déterminant 


I  C,2         C,3 

Cil        I         C2Z 


est  un  maximum.  On  obtient  par  là  deux  tétraèdres,  [i,  2,  3,  4]  ^t 
[1',  2',  3',  4']-)  dont  les  sommets  4  et  4' coïncident  ensemble,  et  dont 
les  aires  des  faces  sont  respectivementyj,/?,  Js,/!,  et  ^j,  .Cj,  ^t,,  ^^. 
Si  l'on  juxtapose  les  deux  tétraèdres  de  sommets  4  et  4',  de  manière 
que  l'arête  (i4)  se  prolonge  en  marchant  dans  la  même  direction 
suivant  l'arête  (4 1'),  etc.,  il  en  résulte  un  polyèdre  limité  par  5  plans, 
9  droites  et  7  sommets,  dont  la  surface  sera  formée  par  8  triangles 
ayant  pour  aires /i,  f^^  f^^  ^4,  J*!,  ^f,,  rfj,  S,,^  et  qui,  ces  aires  étant 
supposées  données,  aura  un  volume  maximum.  La  détermination 
d'un  tel  polyèdre  s'effectue,  comme  il  a  été  établi,  au  moyen  d'une 
équation  quadratique^  il  est  donc  géométriquement  constructible, 
dans  le  sens  restreint  du  mot, 

§  m. 

Passons  à  la  seconde  application  géométrique  indiquée  dans  l'In- 
troduction. Soient  1 ,  2,  3,  4  les  sommets  du  tétraèdre  donné,  et  soit 


ci-dessus  sont  proportionnelles  à  celles  que  M.  Borchardt  désigne  par  v.  Ces  dernières 
acquièrent  ainsi  une  signification  géométrique  très-simple;  chacune  d'elles,  en  effet, 
devient  égale  à  huit  fois  la  hauteur  de  l'un  des  tétraèdres,  multipliée  par  la  partie  com- 
prise entre  le  sommet  et  le  point  de  concours  des  hauteurs,  c'est-à-dire  que,  par 
exemple,  la  quantité  v^  de  Borchardt  devient  égale  à  8  (il)(i5),  la  quantité  f,  à  8 
(ïll)(25),  etc. 
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le  point  o  le  centre  de  l'ellipsoïde  qu'il  s'agit  d'inscrire  au  tétraèdre. 
Désignons  toujours  par  I,  II,  III,  IV  les  plans  des  faces  du  tétraèdre, 
et  par  1,  II,  III,  IV  les  plans  menés  parallèlement  à  ces  faces  par  les 
sommets  opposés.  Supposons  que  l'on  ait  choisi  le  point  4  de  telle 
sorte  que  la  valeur  absolue  du  volume  du  tétraèdre  (o  i23)  ne  soit 
inférieure  en  grandeur  à  aucune  des  trois  autres  (0234),  (oi34)t 
(o  124).  Si  l'on  prend  maintenant  le  point  o  pour  origine  des  coor- 
données, les  axes  étant  dirigés  suivant  les  lignes  (01),  (02),  (o3), 
et  les  longueurs  de  ces  lignes  elles-mêmes  étant  prises  pour  unités, 
les  trois  coordonnées  d'un  point  variable  quelconque  p  seront 

(opo.'i)  (01/?  3)  [o-iip] 


(oi23)  '        (oi23)         "        (oiaS) 

les  volumes  des  tétraèdres  étant  pris  avec  les  signes  convenables. 
Les  coordonnées  du  point  4,  d'après  le  choix  que  l'on  a  fait  tout  à 
l'heure,  sont  donc  toutes  inférieures  ou  égales,  en  valeur  absolue, 
à  l'unité.  L'équation  d'un  ellipsoïde  de  centre  o,  passant  par  les 
points  I,  2,  3,  sera 

Z\  -\-  Z\  -^  Z]  -\-  IC^iZi  Z2  +  ICn  Zi  Za  H-  2C3,  Z3  Z,  =  I, 

et  l'ellipsoïde,  d'après  les  développements  algébriques  qui  précèdent 
{'voj.  p.  261),  a  un  volume  minimum,  lorsque  les  trois  coefficients  c 
sont  nuls,  c'est-à-dire  lorsque  les  points  i,  2,  3  sont  situés  sur  un 
système  de  diamètres  conjugués.  Pour  que  la  surface  de  l'ellipsoïde 
contienne  encore  le  point  4,  il  faut,  en  outre,  que  l'équation 

l]  +  t,\  +  Ç'  +  2c,2  Ç,  Ç2  -h  2C23  <^i  Ç3  -f-  2C3,  Ç3  Ç,  =  I 

soit  vérifiée  lorsque  i^i,  ^2,  1^3  représentent  les  coordonnées  du 
point  4- 

Si  l'on  pose 

Zk=fkXk,      'Ckf,—fu,     (/,-=!,  2,  3), 
on  a,  d'après  les  considérations  algébriques  précédentes, 

(E)  (\x\  +  c^,^^  +  VzX\  —  (f,  .r,  -^  ViX-,-\-  <;,:r:,)^=r, 

pour  l'équation  de  l'ellipsoïde  de  volume  minimum,  ayant  un  centre 
donné  et  passant  par  quatre  points  donnés.  On  obtient  de  même 
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l'ellipsoïde  minimum  passant  par  cinq  points  donnés,  et  cela  de 
telle  manière  que  l'on  peut  encore  construire  un  sixième  point  quel- 
conque géométriquement  (dans  le  sens  restreint  du  mot).  La  posi- 
tion du  point  o  doit  toujours  être  telle  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  trois  coordonnées  ^  soit  moindre  que  l'unité  5  s'il  en 
était  autrement,  ou  ne  pourrait  circonscrire  aucun  ellipsoïde  au  té- 
traèdre donné. 

Etudions  encore  de  plus  près  le  cas  où  l'on  donne  quatre  points 
de  la  suz'face.  Soient  z/j,  u^-,  ihi^  u^  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  variable  /^,  le  tétraèdre  [1,  2,  3,  4]  étant  pris  pour  té- 
traèdre fondamental  5  les  rapports 

1  :  u,  :  Un  :  U3  :  ?/< 

doivent  être  égaux  aux  rapports 

(1234)  :  (;?234)  :  (i/>34)  :  (i^p^)  :  (i23/?). 

Supposons  que  les  quatre  quantités  f^i,  1^25  ^î-,  ^k  soient  les  coor- 
données d'un  point  5,  déterminé,  en  vertu  de  la  relation  (F*)  du 
S  1"^,  par  les  proportions 

v,  —  v\  :  V2—  vl  :v,  —  v\  :v,  —  v]  =  u],  :  u],  :  u],  :  u\,, 

les  grandeurs  désignées  en  cet  endroit  par  yi,  J\^  yj,  f\  étant 
supposées  proportionnelles  aux  coordonnées  ajo,  "205  "305  "40  du 
point  o. 

Le  point  5  est,  d'après  cela,  caractérisé  par  les  conditions 

(5I)(5Î)  _  (511)  (Sîï)  _  (5IIl)(5TiT)  _  (TV)(5ÎV) 
(oip      "       (oll)^       ~        (ollif        ~      (olV)^ 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

Xi  Uio  —  t^4  Uio  ^~  Ui  UiO}       \  l  —  I  >  2j  0  jj 

l'équation  précédente  (E)  de  l'ellipsoïde  pourra  s'exprimer  simple- 
ment, au  moyen  des  coordonnées  homogènes  u.  En  ellet,  une  équa- 
tion quelconque 

\    X^''* ^'  •^'''  —  ^>     ( ^  /»'  =  '  >  2,  3 ) , 
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si  l'on  détermine  les  quantités  Um  d'après  les  conditions 

se  change  dans  la  suivante, 

s      h  è       h 

les  coefficients  a  d'indice  4  étant  définis  par  les  quatre  équations 

\«gA=0,       (^,  Ar=I,  2,   3,  4). 

S 

L'équation  (E')  représente  évidemment  une  surface  du  second 
degré,  circonscrite  au  tétraèdre  fondamental,  dont  le  centre  a  pour 
coordonnées  Uio,  "ao»  "30 5  "407  puisque  les  quatre  dérivées  de  la 
diiïerence  des  deux  membres  de  l'équation  (E')  prennent,  pour 
u^  ■=.  ii^f^^  U2  =:  «20,* .  . ,  la  même  valeur  commune  ±  i .  Il  vient, 
d'après  cela,  pour  l'ellipsoïde  minimum, 

r  désignant  la  valeur,  constante  pour  les  quatre  indices  h=  i ,  2,3,4) 
du  rapport 

"•-'i     ,„     (51)  (51) 

i ou        ■ r— )•••) 

"A.  («li- 

en posant,  de  plus, 

„_{/'!)  „    _(ol)         ,  _(51) 

"'-■(â]'      "'"-(TT)'      "'-(TT)' 

(pll)  _(oII)  _(5II) 

"■^"fnry  """(211)'    '~(2ii)' 


eip  étant  un  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde.  Si  l'on  fait,  enfin, 

{5l)  =  cc],     (5Ï)  =  (3%..., 

oc^'A  {5i){piy 
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on  arriv  c  à  la  représentation  la  plus  simple  de  l'ellipsoïde  minimum 
en  coordonnées  homogènes, 

2^2^{^/^/,  +Ps^h)oigrj)u  =  o,     (s^, /j  =  i,  2,  3,  4;     s>h), 
s      h 

c'est-à-dire  à  l'équation  de  l'ellipsoïde  de  moindre  volume  parmi 
tous  ceux  qui  ont  le  point  o  pour  centre,  et  dont  la  surface  contient 
les  points  i,  2,  3,  4- 
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TODHUNTER  {!.),  late  Fellow  and  principal  mathematical  Lecturer  of  St.  John's 
Collège,  Cambridge.  —  Researches  in  tue  C.vlcllus  of  Variations,  prin- 
ciPALLY  ON  THE  Theory  OF  DiscoNTiNuous  SOLUTIONS;  an  Essay  lo  which 
the  Adams  Prize  was  awarded  in  the  Universily  of  Cambridge  in  1871,  — 
London  &  Cambridge,  Macmillan  &  Co.,  1871.  —  In-S",  278  p.  Prix  :  8  fr. 

Ce  nouvel  Ouvrage  de  M.  Todhunter  traite  d'une  partie  des 
plus  intéressantes  du  Calcul  des  variations,  et  il  nous  parait  des- 
tiné à  apporter  la  clarté  dans  des  questions  C|ui  ont  fait  jusqu'ici  le 
sujet  d'un  grand  nombre  de  discussions  et  de  recherches.  Quand 
les  géomètres  ont  voulu  appliquer  les  principes  de  Lagrange  et  de 
Jacobi  à  des  problèmes  particuliers  de  Calcul  des  variations,  ils  se 
sont  trouvés  en  présence  de  diflicultés  d'une  nature  très-singulière, 
tenant,  au  fond,  à  la  discontinuité,  et  dont  nous  allons  donner  une 
idée  en  étudiant  quelques  exemples  spéciaux. 

Proposons-nous  d'abord  le  problème  suivant  :  Etant  donnés  deux 
points  A  et  B,  trouver  la  courbe  passant  par  ces  deux  points,  et 
telle  cju'elle  engendre,  par  sa  révolution  autour  d'une  droite  don- 
née, un  segment  de  surface  d'aire  minimum.  Si  l'on  applique  les 
règles  du  Calcul  des  variations,  on  trouvera  comme  solution  une 
chainette  passant  par  les  deux  points.  La  détermination  de  cette 
chaînette  dépend  d'une  équation  transcendante  qui  donne  deux 
solutions  réelles  dans  certains  cas,  et  dans  d'autres  ne  fournit  au- 
cune solution.  Ce  premier  fait,  qu'il  peut  ne  pas  y  avoir  de  solu- 
tion, doit  paraître  déjà  étonnant-,  mais,  avant  d'essayer  de  s'en 
rendre  compte,  il  importe  de  signaler  d'autres  contradictions. 

Puisqu'il  y  a  deux  chaînettes  passant  par  les  deux  points  A  et  B, 
il  faut  savoir  cjuelle  est  celle  qui  donne  la  surface  la  plus  petite,  et 
une  discussion  bien  simple  montre  encore,  sans  aucune  difficulté, 
que  des  deux  courbes  il  y  en  a  une  pour  laquelle  les  tangentes  en  A 
et  en  B  se  coupent  au-dessus  de  l'axe,  tandis  que  pour  l'autre  chaî- 
nette elles  se  coupent  au-dessous.  La  première  chaînette  est  au- 
dessus  de  la  seconde,  et  il  semble  que  c'est  elle  qui  doit  engendrer 
la  surface  dont  l'aire  est  la  plus  petite  de  toutes.  Il  est  bien  vrai 
que  le  Calcul  des  variations  ne  donne  et  ne  doit  donner  que  la  ligne 

Huit,  des  Sciences  inathérn.  et  ustron.,  t.  IV.  (Juin  1873.)  18 
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pour  laquelle  l'aire  est  plus  petite  que  pour  les  lignes  infiniment 
voisines  5  mais  il  est  clair  aussi  que  le  minimum  absolu  doit  corres- 
pondre à  un  minimum  fourni  par  le  Calcul  des  variations.  Ainsi 
on  n'aura  qu'à  choisir,  semble-t-il ,  entre  les  deux  cliainetLes  four- 
nies par  le  Calcul  des  variations  ]  il  faudra  prendre  celle  qui  est 
au-dessus  de  l'autre,  et  le  problème  sera  résolu.  On  va  voir  que 
cette  conclusion  est  absolument  inexacte,  et  qu'elle  tient,  en  défi- 
nitive, non  au  Calcul  des  variations,  mais  à  la  manière  fautive  dont 
on  l'applique  le  plus  souvent. 

En  admettant  que  la  chainette  et  le  point  A  soient  donnés,  il  est 
clair,  d'après  la  règle  que  nous  avons  donnée,  que  la  courbe  sera 


Fig.  I. 


celle  des  deux  chaînettes  pour  laquelle  il  y  a  minimum  tant  que  le 
point  B  ne  sera  pas  arrivé  à  la  limite  pour  laquelle  la  tangente 
en  B  vient  se  rencontrer  sur  l'axe  de  révolution  avec  la  tangente 
en  A.  On  va  voir  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  que,  avant  même  que 
le  point  B  ne  soit  arrivé  à  la  limite  extrême  de  sa  course  en  Bi, 
l'arc  de  chaînette  cessera  de  jouir  de  la  propriété  de  minimum  ab- 
solu, et  qu'il  y  aura  une  infinité  d'autres  courbes  passant  par  les 
deux  points  considérés,  toutes  situées  d' un  même  côté  de  l'axe 
des  X,  et  pour  lesquelles  la  surface  engendrée  aura  une  aire  plus 
petite  que  pour  la  chaînette  fournie  par  le  Calcul  des  variations. 
Admettons,  en  eifet,  comme  cela  est  démontré  dans  le  Traité  de 
MM.  Lindelof  et  Moigno,  que  l'aire  engendrée  par  l'arc  ABi  de 
chaînette  soit  égale  à  l'aire  engendrée  par  la  ligne  brisée  AHBj. 
Cette  aire  sera  évidemment  plus  grande  que  l'aire  engendrée  par  le 
contour  AMBj,  très-rapprochée  de  AaZ'B,,  qui  engendre  une  aire 
très-voisine  de  la  somme  des  aires  des  cercles  de  rayons  a  A,  Z»Bi. 
Ainsi  l'aire  engendrée  par  toute  ligne  telle  que  AMBj  sera  plus 
petite  d'une  quantité  finie  que  l'aire  engendrée  par  l'arc  ABi,  et 
par  conséquent ,  avant  même  que  le  point  B  ne  soit  arrivé  à  la 
limite  Bj,  on  pourra  substituer  à  l'arc  de  chaînette  une  foule  de 
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courbes  donnant  une  aire  plus  faible.  Si  l'on  compare,  d'ailleurs, 
ces  courbes  entre  elles,  pour  aucune  la  variation  de  l'aire  n'est 
nulle  quand  on  passe  à  la  voisine.  On  pourra  passer  de  l'une  d'elles 
à  une  autre  pour  laquelle  l'aire  sera  plus  petite,  et  la  limite  de 
toutes  sera  le  contour  Art^Ai*,  l'aire  se  réduira  alors  à  la  somme 
de  deux  cercles  de  rayon  Art,  Bj^. 

Ainsi,  sur  la  cliainette,  le  point  B,  pour  lequel  la  courbe  cessera 
d'engendrer  une   aire  minimum,   sera   bien   plus   rapproclié   du 

Fifî.  2. 


\ 


El/ 


point  A  que  le  point  Bj.  Ce  sera  celui  pour  lequel  l'aire  engendrée 
par  l'arc  AB  sera  égale  à  la  somme  des  aires  des  deux  cercles  de 
rayons  A  a,  B^. 

M.  Todliunter  a  reconnu  très-nettement  où  se  trouvait,  dans  les 
méthodes  employées,  le  défaut  de  la  solution,  et  voici  quel  est  le 
principe  fondamental  qui  sert  de  base  à  ses  recherches.  Supposons 
qu'on  cherche  le  minimum  d'une  certaine  intégrale  \,  et  soit 

ôV  =  /       Voydx. 


=J      Poj' 


La  règle  de  Lagrange  consiste  à  égaler  P  à  zéro,  et  certainement 
il  n'y  a  rien  à  contester  sur  ce  point;  mais  si  l'on  considère  un 
chemin  limite  pour  lequel  §j-  ne  peut  pas  prendre  tous  les  signes , 
par  exemple,  la  règle  n'est  plus  applicable.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que,  par  la  nature  de  la  question,  §j'  soit  positif  de  Xq 
à  Xi  ;  alors  il  suffira,  pour  qu'il  y  ait  minimum,  que  P  soit  positif 
ou  nul,  et,  pour  le  maximum,  que  P  soit  négatif  ou  nul  dans  les 
différents  points  du  chemin.  Si  ces  conditions  sont  remplies,  le 
chemin  limite,  tenant  aux  discontinuités ,  aux  limitations  de  la 
question,  donnera  une  intégrale  plus  petite  ou  plus  grande  que  les 
chemins  infiniment  voisins,  et  par  conséquent  il  devra  intervenir 
quand  on  comparera  les  maxima  ou  les  minima  relatifs,  et  qu'on 
voudra  retenir  le  maximum  ou  le  minimum  absolu. 

i8. 
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Ces  considérations  trouvent  leur  application  immédiate  dans  la 
question  actuelle,  où  l'on  clierclic,  parmi  toutes  les  courbes  situées 
d'un  même  côté  de  l'axe  des  jc,  celle  pour  laquelle  l'aire  est  mi- 
nimum. 

En  effet,  pour  un  chemin  tel  que  AMNB,  venant  coïncider  sur 
une  étendue  finie  avec  l'axe  des  x^  il  n'y  a  pas  lieu  d'appliquer, 

Fie-  3. 


comme  on  le  fait  ordinairement,  les  règles  du  Calcul  des  variations. 
Pour  la  portion  MN,  on  doit  nécessairement  donner  à  (Jj  ,  quand 
on  cherche  la  variation,  une  valeur  positive,  et  l'on  reconnaîtra 
facilement  que  celui  de  ces  chemins  qui  donne  la  plus  petite  aire 
est  ArtB^.  Donc,  quand  on  aura  fixé  les  deux  points  A  et  B,  il  y 
aura  trois  chemins  à  comparer  :  i*^  les  deux  chaînettes,  s'il  y  en  a 
deux,  passant  par  les  points  A  et  B;  2°  le  chemin  Aa^B,  qui  sera 
même  l'unique  solution  de  la  question,  dans  le  cas  où  les  chaînettes 
seront  imaginaires. 

Un  autre  exemple,  plus  instructif  peut-être,  et  pour  lequel  nous 
nous  aiderons  des  considérations  lumineuses  développées  par 
M.  Bertrand,  dans  son  Cours  de  Mécanique  analytique  au  Collège 
de  France,  se  rapporte  au  principe  de  la  moindre  action,  que 
M.  Todhunter  étudie  d'une  manière  détaillée  dans  ses  applications 
au  mouvement  des  projectiles,  et  aussi  à  celui  d'une  planète. 

Imaginons  un  projectile  soumis  aux  lois  de  la  gravité,  et  partant 
de  l'origine.  En  chaque  point  du  plan  défini  par  les  coordonnées  x. 


Fi 
P 

g-4- 

Q 

X 

X 

l^^^ir\--- 

0 

X 

j,  la  vitesse  v  sera  définie  par  la  formule   r^  =  "i-gl^i  —  r)^   ^^  il 
est  clair  que  la  trajectoire  parabolique  sera  donnée  en  appliquant 
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le  principe  de  la  moindre  action,  c'est-à-dire  en  écrivant  que  l'in- 


tégrale 


/  mv .ds=  l  \/a  —  y'.dx.^\ 


a  sa  variation  nulle.  On  sait  qu'il  y  a  deux  paraboles  passant  par 
l'origine  et  par  un  point  A,  et  l'intégrale  qui  représente  V action 
est  plus  petite  pour  celle  des  deux  paraboles  qui  est  au-dessous  de 
l'autre^  mais  on  se  tromperait  si  l'on  croyait  que  c'est  la  courbe  OA 
qui  fournit  toujours  la  plus  petite  intégrale  possible.  Il  y  a  encore  à 
introduire  le  cliemin  OPQA,  qui  comprend  une  portion  PQ  de  la 
tangente  au  sommet  de  la  parabole  de  sûreté,  et  qui  est  un  chemin 
limité  pour  lequel  on  ne  pourrait  prendre,  le  long  de  PQ,  dy  po- 
sitif, puisque,  au-dessus  de  PQ,  la  vitesse  v>  deviendrait  imaginaire. 
M.  Todliunter  donne  même  sur  chaque  parabole  le  point  pour 
lequel  l'intégrale  de  l'action  cesse  d'être  la  plus  petite  de  toutes. 
Soit  A'  ce  point;  alors,  du  point  O  au  point  A',  l'intégrale  sera 
non-seulement  plus  petite  c[ue  celles  qui  se  rapportent  aux  chemins 
infiniment  voisins ,  mais  encore  que  celles  qui  se  rapportent  à  des 
chemins  quelconques  aboutissant  aux  mêmes  extrémités.  Entre  le 
point  A'  et  le  point  A,  l'intégrale  sera  plus  petite  seulement  que 
les  intégrales  se  rapportant  aux  chemins  infiniment  voisins;  enfin, 
pour  le  point  A'  et  au  delà,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum, 
même  en  comparant  aux  chemins  infiniment  voisins. 

L'auteur  examine  aussi,  quoique  très-rapidement,  le  cas  du 
mouvement  elliptique,  sur  lequel  M.  Bertrand  a  présenté  des  déve- 
loppements qui  conservent  de  l'intérêt ,  même  après  la  publication 
du  livre  de  ]M.  Todliunter;  mais  nous  nous  contenterons  d'avoir 
indiqué  par  quelques  exemples  la  nature  des  questions  traitées  par 
M.  Todhunter  dans  son  bel  Ouvrage,  et  l'influence  qu'elles  doivent 
nécessairement  avoir  sur  les  progrès  du  Calcul  des  variations.  L'au- 
teur a  su  signaler  la  véritable  origine  des  difficultés  qui  avaient 
embarrassé  plusieurs  géomètres,  et  il  a  choisi  plusieurs  exemples 
remarquables  qui  donnent  un  véritable  intérêt  à  son  Ouvrage,  et 
montrent  la  portée  et  la  valeur  de  ses  explications  théoriques. 

G.  D. 
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THOMSON  (sir  William)  und  TAIT  (P. -G.).  —  Handbuch  der  tiieoretischen 
Phvsik.  Autorisirte  deutsche  Uebersetzung  von  D'H.  Helmholtz  und  G.  Wer- 
THEiM.  Erster  Band.  Erster  Theil.  —  Braunschweig,  Vieweg  und  Sohn,  1871. 
—  In-8°,  376  p.  Prix  :  9  fr.  5o. 

L'Ouvrage  que  nous  avons  à  annoncer  aujourd'hui  est  la  traduc- 
tion de  l'excellent  Traité  de  Philosophie  naturelle  de  MM.  Thom- 
son et  Tait.  On  sait  que  le  premier  Volume  seul  de  ce  Livre  consi- 
dérable a  paru  en  1866.  Les  traducteurs  allemands  ne  nous  donnent 
même  que  la  première  Partie  du  premier  Volume  ;  mais  elle  forme 
un  tout  complet ,  divisé  en  deux  Chapitres  :  la  Cinématique  d'une 
part,  les  lois  et  les  principes  de  la  Dynamique  de  l'autre.  Il  serait  à 
désirer  que  cet  Ouvrage,  qui  contient,  sous  une  forme  trop  concise 
peut-être,  une  foule  de  résultats  et  d'idées  du  plus  haut  intérêt,  fût 
traduit  en  français.  S'il  n'est  pas  de  nature  à  être  mis  entre  les  mains 
des  débutants,  il  peut  rendre  de  grands  services  aux  professeurs  et 
à  toutes  les  personnes  qui  désirent  prendre  une  connaissance  ap- 
profondie des  méthodes  de  la  Physique  moderne  et  de  la  marche 
de  la  Science  dans  ces  derniers  temps.  G.  D. 


REVUE  DES   PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ARCHIV  DER  Mathematik  u.nd  Physik,  herausgegeben  von  J.-A.  Gru.nert  ('). 
—  In-8°. 

T.  LIV,  1872. 

Matzka.  (W.).  —  La  projection  des  forces,  pour  remplacer  le 
parallélogramme  des  forces  dans  la  Statique  analytique.  (69  p., 
ipl.) 

L'auteur  se  propose  de  traiter  la  Statique  sans  faire  usage  des 
constructions  géométriques,  fondées  sur  le  parallélogramme  des 
forces,  et  en  substituant  aux  lignes  qui  représentent  proportion- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  joo.  —  En  remplacement  du  fondateur  de  ce  Recueil,  dont 
nous  avons  annoncé  la  mort  (t.  IJI,  p.  285),  la  rédaction,  à  partir  du  prochain  Vo- 
lume, passera  entre  les  mains  de  M.  le  professeur  R.  Hoppe,  privatdocent  à  l'Université 
de  Berlin. 
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nellement  les  forces  et  leurs  composantes,  ces  forces  elles-mêmes 
et  leurs  projections.  C'est  d'après  ces  idées  qu'il  a  fait  ses  Leçons 
de  Statique  dans  la  cinquantième  et  dernière  année  de  son  profes- 
sorat (i  869-1 870),  à  l'Université  de  Prague. 

DosTOR  (G.).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  qua- 
trièmes puissances  des  n  premiers  nombres  entiers.  (2  p.-,  fr.) 

Zetzsche  (Ed.).  —  Recherche  des  axes  de  rotation  parallèles 
pour  lesquels  un  pendule  matériel  possède  la  même  durée  d'os- 
cillation. (4  P-) 

KûLP.  —  Sur  la  déterndnation  de  la  résistance  de  conductibi- 
lité des  fluides.  —  Comparaison  des  résistances  de  conductibilité 
d' un Jil  métallique  et  d'une  colonne  liquide.  (4  p-) 

Bauernfeind  (C.-ÎM.).  —  Appareil  pour  la  solution  mécanique 
des  problèmes  géodésiques  dits  de  Pothenot,  de  Hansen,  etc. 
(18  p.,  2  pi.) 

L'appareil  de  M.  Bauernfeind  est  fondé  sur  la  propriété  du  cer- 
cle, d'être  le  lieu  géométrique  des  sommets  d'un  angle  constant 
dont  les  côtés  passent  par  deux  points  fixes.  Il  consiste  en  deux 
alidades  d'acier,  mobiles  autour  d'une  charnière  comme  les  bran- 
ches d'un  compas,  et  munies  chacune  de  pinnules  au  moyen  des- 
quelles on  dirige  les  alidades  vers  deux  objets  donnés.  En  rendant 
ensuite  invariable  l'angle  des  alidades,  et  les  faisant  glisser  le  long 
de  deux  aiguilles  fixées  à  la  planchette,  la  pointe  c[ue  porte  la  char- 
nière décrit  un  cercle.  Tout  le  monde  connaît  le  problème  de  Po- 
thenot, qui  appartient  en  réalité  à  Snellius.  Le  problème  de  Han- 
sen, dont  le  premier  auteur  est  van  Swinden,  consiste  à  déterminer 
la  distance  de  deux  points  A,  B,  d'où  l'on  a  mesuré  les  angles  BAC, 
BAD,  ABC,  ABD,  dont  les  côtés  passent  aux  extrémités  d'une  base 
connue  CD. 

Gruwert  (J.-A.).  —  Nouvelle  solution  complète  de  ce  pro- 
blème :  «  Construire  une  conique  de  jojer  donné,  et  passant  par 
trois  points  donnés.  »  (65  p.,  i  pi.) 

HozA  (F.).  —  Notes  de  Mathématiques.  (10  p.) 
Ces  Notes  sont  relatives  aux  courbes  d'intensité  lumineuse  et 
aux  sections  coniques. 
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ScHLESiNGER  (J.).  —  Nouvelle  démonstration  des  théorèmes 
de  Lehmann  relatifs  au  problème  de  Pothenot;  établissement 
d'une  nouvelle  formule  pour  la  longueur  de  base  du  triangle 
d'erreur,  etc.  (9p.) 

Gkunert  (J.-A.).  —  Sur  un  théorème  remarquable  relatif  aux 
sections  coniques.  (28  p.) 

Il  s'agit  du  théorème  énoncé  par  Euler  [Theoria  motuum  plane- 
tarum  et  cometarum,  p.  i5o). 

KûLP.  —  Détermination  de  V influence  de  la  roue  dans  la  ma- 
chine d' ^twood .  —  Rapport  des  débits  d'eau  pour  un  niveau 
constant  ou  variable.  (3  p.) 

Imchenetsky  (V.-G.)  (traduit  par  J.  Houel).  —  Etude  sur  les 
méthodes  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  d' une  fonction  de  deux  variables  indépendantes. 
(i52p.-,  fr.) 

Ce  travail  [voir  Bulletin,  t.  J,  p.  164  OJt  qui  contient  un 
exposé  de  rcclierches  d'Ampère,  combinées  avec  les  perfectionne- 
ments apportés  par  les  géomètres  qui  l'ont  suivi  et  en  particulier 
par  M.  Imclicnetsky  lui-même,  se  divise  en  quatre  Chapitres,  dont 
voici  les  titi^es  :  I.  Théorie  des  intégrales  des  équations  aux  déri- 
vées partielles.  —  II.  Intégration  des  formes  les  plus  simples 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes.  Il  s'agit  de  l'équation  linéaire  par 
rapport  à  :r  et  à  ses  dérivées  partielles.  —  III.  Intégration  des 
formes  plus  compliquées  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes.  Ce 
Chapitre  traite  de  l'équation 


d'^z  â'z  â'z  ^^r(Pzd'z        (   ô' 

âx^  dxdy  dy^ 


qui  est  la  forme  la  plus  générale  pour  laquelle  il  existe  une  théorie 
d'intégration.  —  IV.  Méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. Ce  dernier  Chapitre  contient  les  perfectionnements  que  l'au- 
teur, partant  des  idées  de  Lagrange,  a  apportés  à  la  méthode  d'Am- 


(')  Il  a  été  fait  des  tirafjes  à  part  de  cet  important  Mémoire,   qui  se  vendent  à  la 
librairie  Gauthier-Villars.  Prix  :  5  fr. 
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père.  M.  Imclienetsky  montre  que  la  méthode  que  Lagrange  avait 
appliquée  seulement  à  un  cas  simple,  et  à  laquelle  il  avait  renoncé 
à  cause  de  sa  complication,  peut  au  contraire,  étant  convenablement 
modifiée,  conduire  de  la  manière  la  plus  facile  à  l'intégration  de 
la  classe  d'équations  considérée. 

Grujnert  (J.-A.).  —  Sur  un  théorème  remarquable,  relatif  aux 
sections  coniques.  (21  p.) 

Un  quadrilatère  étant  circonscrit  à  une  ellipse  ou  à  une  hyper- 
bole, la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ses  diagonales  passe  par  le 
centre  de  la  conique. 

Haiiv  (E.).  —  Remarques  sur  quelques  points  des  cercles  tan- 
gents extérieurement  à  un  triangle.  (3  p.) 

KuDELKA  (J.).  —  Sur  les  couleurs.  (26  p.) 

Ce  Mémoire  traite  principalement  de  l'harmonie  et  du  contraste 
des  couleurs. 

Wasserschleben  (von).  —  Sur  les  caractères  du  nombre  60. 
(8  p.) 

Ce  nombre,  outre  ses  nombreux  diviseurs  et  sa  propriété  connue 
d'être  le  produit  des  nombres  de  Pythagore  3,  4i  5,  présente  encore 
des  relations  remarquables  avec  les  nombres  premiers  et  leurs  pro- 
duits deux  à  deux. 

Grunert  (J.-A.).  —  Nouvelles  solutions  d'un  problème  d'As- 
tronomie nautique  et  d'un  problème  d' Astronomie  géodésique. 
(28  p.) 

Les  problèmes  résolus  dans  ce  Mémoire  sont  : 

1°  Le  problème  de  Douwes  :  «  Des  hauteurs  mesurées  de  deux 
étoiles  dont  les  déclinaisons  sont  connues,  et  de  la  différence 
observée  de  leurs  angles  horaires,  déduire  la  hauteur  du  pôle  et  les 
angles  horaires  ». 

2°  «  Des  hauteurs  mesurées  de  deux  étoiles  dont  les  déclinai- 
sons sont  connues,  et  de  la  différence  observée  de  leurs  azimuts, 
déduire  la  hauteur  du  pôle  et  les  azimuts.   » 

Rogner  (J.).  —  La  vie  et  les  travaux  de  Johann  Kepler. 
(12  p.) 

Discours  prononcé  au  château  de  Mûhleck,  près   de  Graz,  le 
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10  octobre  1871,  à  l'occasion  du  3oo^  anniversaire  de  la  naissance 
de  Kepler  (né  le  2 y  décembre  1071). 

UwFERDiNGER  (F.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  intégrales 
elliptiques.  (11  p.) 

Legendre  a  ramené  aux  trois  types 


/^'   ^<^'^-  /ir 


c^9 


Âsin^9)A(9) 

les  transcendantes  provenant  de  l'intégration  d'une  fonction  ration- 
nelle de  X  et  du  radical  ^Aq  H-  A^x  -[-  k^x^ -\-  K^x^  -\-  K^x"" . 

La  décomposition  en  fractions  simples,  que  suppose  sa  méthode, 

peut  amener  des  fractions  telles  que  — ^?  d'où  résultent  des  inté- 
grales de  la  forme 

r         ^9 


J   sin"'(pA(  9) 

qu'il  s'agit  de  ramener  aux  trois  types  précédents.  Ce  cas  particu- 
lier n'a  pas  été  considéré  à  part,  et  présente,  lorscpi'on  lui  applique 
les  formules  générales  de  réduction,  des  difficultés,  que  M.  Unfer- 
dinger  lève  en  traitant  le  cas  directement. 

Peinlich  (R.).  —  Les  mathématiciens  des  Etats  de  Stjrie 
avant  Kepler.  (aS  p.) 

Ce  travail  très-intéressant  du  Directeur  du  Gymnase  de  Graz 
donne  de  curieux  détails  sur  la  biographie  et  les  fonctions  des  deux 
hommes,  Hieronymus  Lauterbach  et  Georg  Stadius,  qui  ont  occupé, 
avant  Kepler,  la  place  de  mathématicien  des  Etats  provinciaux  de 
Styrie,  de  id6i  à  lOgS.  La  principale  charge  attachée  à  cette  place 
était  la  confection  d'un  calendrier  pour  chaque  année,  contenant 
des  indications  astronomiques  et  surtout  des  prédictions.  A  ces 
fonctions  étaient  jointes  celles  de  professeur  à  l'École  provinciale 
de  Graz.  M.  Peinlich  décrit  les  ennuis  sans  nombre  qu'eut  à  subir 
Lauterbach  dans  les  premiers  temps  de  son  enseignement,  et  c£ui 
durent  lui  rappeler  bien  souvent  le  proverbe  :  Quem  DU  odere, 
pœdagogum  fecere.  Il  nous  montre  ensuite  Stadius  émettant  pru- 
demment son  avis  sur  la  question  brûlante  de  l'époque,  la  réforme 
du  calendrier,  mal  accueillie  par  les  protestants  d'Allemagne.  Il 
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compare  enfin,  d'après  leurs  écrits,  les  idées  différentes  des  deux 
prédécesseurs  de  Kepler  sur  la  manière  d'entendre  les  principes  de 
l'Astrologie. 

Hain   (E.),  —   Trois  pr'opositions  de  Géométrie  élémentaire. 

(2  p.) 

—  Le  LiterariscJie  Bericht,  qui  accompagne  chaque  fascicule  de 
V^rchii',  renferme,  pour  ce  Volume,  de  nombreux  articles  relatifs 
aux  publications  et  aux  solennités  commémoratives  des  centenaires 
de  Kepler  et  de  Copernic.  Le  4oo*  anniversaire  de  la  naissance  du 
fondateur  du  système  du  monde,  qui  se  célèbre  au  moment  où  nous 
écrivons  ces  lignes  (19  février  1873),  sera  marqué  par  la  fondation 
du  monument  le  plus  durable  qui  puisse  être  consacré  à  la  mé- 
moire de  ce  grand  homme.  La  Société  Copernicienne  de  Thorn 
publie  une  édition  du  Traité  De  Reuolutionibus,  entièrement  con- 
forme au  manuscrit  original,  et  qui  reproduira,  dans  toute  sa  pureté 
et  avec  toutes  ses  nuances  successives,  la  pensée  authentique  de 
l'auteur.  M.  Curtze,  dans  une  Notice  qui  termine  le  présent  \o- 
lume,  donne  l'histoire  de  ce  précieux  manuscrit,  qui  a  successive- 
ment appartenu  à  Rheticus,  à  \  alentin  Othon,  à  Christmann,  à 
Johann  Amos  Nivanus,  et  qui,  en  i63o,  a  été  acquis  par  le  baron 
Ottp  von  Nostitz,  Depuis  cette  époque,  il  a  été  conservé  dans  la 
bibliothèque  des  comtes  Nostitz,  à  Prague.  M.  Curtze  indique  les 
variantes  que  présente  ce  manuscrit  par  rapport  à  l'édition  publiée 
à  Nuremberg  en  i543,  du  vivant  de  l'auteur.  La  nouvelle  édition 
doit  être  la  repi'oduction  littérale  du  manuscrit,  avec  son  ortho- 
graphe. Les  passages  raturés  sont  imprimés  en  notes.  Le  prix  de 
l'exemplaire  est  de  20  francs  pour  les  souscripteurs. 


ZEITSCHRIFT  fur  Mathematik  uxd  Physik,  herausgegeben  von  O.Schl(3milch, 
E.  Kahl  und  M.  Cantor.  —  In-8°  ('). 

T.  XVII,  187-^. 

Hess  (E.).  —  Sur  la  théorie  du  changement  de  variables  indé- 
pendantes. [12^  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  ôg. 
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M.  Schlômilch  a  déjà  traité  cette  question  avec  toute  sa  généra- 
lité, dans  un  Mémoire  publié  au  tome  III  de  ce  Journal  (p.  65).)  et 
intitulé  :  Zur  Tlieorle  liolwren  Dijjerentialquotienten.  M.  Hess 
la  reprend  et  la  simplifie,  en  faisant  usage  de  la  théorie  des  déter- 
minants. 

WiTTWER.  —  Contributions  à  la  théorie  des  gciz.  (26  p.) 
Les  lois  de  Mariolte  et  de  Gay-Lussac  ont  servi  depuis  longtemps 
de  point  de  départ  aux  physiciens  qui  ont  traité  de  la  théorie  des 
gaz.  Kronig  (*)  a,  réciproquement,  déduit  ces  lois  de  son  hypo- 
thèse, qui  consiste  à  considérer  les  particules  gazeuses  comme  de 
petits  corps  élastiques,  qui,  dans  l'état  de  repos,  ne  rempliraient 
qu'une  très-petite  partie  de  l'espace  occupé  par  le  gaz,  ce  dernier 
résultant  du  mouvement  de  ces  particules,  lesquelles,  par  leurs 
chocs,  produisent  une  pression  sur  les  parois  du  vase.  M.  Wittwer, 
partant  d'une  hypothèse  à  peu  près  semblable,  s'est  appliqué  à 
déduire  de  ses  formules,  non- seulement  les  lois  approximatives 
de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  mais  encore  les  écarts  divers  que 
présentent  les  gaz  par  rapport  à  ces  lois. 

Hektschel  (O.).  —  Sur  une  représentation  coTiforme.  [l'y  p.) 
Riemann  a  fait  voir,  dans  sa  Dissertation  inaugurale  (art.  21), 
qu'il  est  toujours  possible  de  représenter  la  surface  d'une  figure 
simplement  connexe  quelconque,  sur  la  surface  d'un  cercle,  la 
représentation  étant  connexe  et  semblable  dans  ses  éléments  infi- 
nitésimaux 5  et  cette  représentation  ne  peut  avoir  lieu  que  d'une 
manière,  lorsqu'on  pose  pour  condition  qu'au  centre  du  cercle 
corresponde  un  point  donné  quelconque  à  l'intérieur  de  la 
figure,  et  à  un  point  donné  quelconque  de  la  circonférence  un  point 
donné  quelconque  sur  le  contour  de  la  figure.  Le  problème  se  ra- 
mène, dans  le  cas  d'une  figure  plane  dont  les  points  ont  pour  coor- 
données rectangulaires  x^  7',  à  déterminer  une  fonction  U  qui  satis- 
fasse à  l'équation 

àx-        ôy^         ' 
en  restant,  ainsi  que  ses  dérivées,  finie  et  continue  à  l'intérieur  de 

(')  Poggeiulorjf's  Annalen,  XCIX,  p.  3i5. 
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la  figure,  et  prenant  sur  le  contour  des  valeurs  égales  à  celles  du 
logarithme  du  rayon  vecteur.  Rieinann  n'ayant  donné  aucun 
exemple  de  cette  représentation,  M.  Henlscliel  y  a  suppléé,  en 
traitant  par  cette  méthode  plusieurs  cas  simples. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  les  théorèmes  stéréométriques  ana- 
logues au  théorème  de  Fagnano.  (4  P-) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  — Sur  les  développements  des  racines  carrées 
en  fractions  continues .  (2  p.) 

Hegeu  (R.).  —  Remarques  sur  l'affinité  doublement  biforme. 

(7  P-) 

Deux  figures  élémentaires  sont  dites  avoir  une  affinité  double- 
ment biforme  [eine  zwei-zweideutige  ferwandschaft)^  lorsqu'à 
chaque  élément  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  correspondent 
deux  éléments  de  l'autre. 

Thomae  (J.).  —  Remarques  sur  les  séries  de  Fourier.  (3  p.) 

Clausius  (R.)-  —  Sur  un  théorème  de  Mécanique  applicable  à 
la  chaleur.  (5p.) 

La  force  vive  moyenne  d'un  système  est  égale  à  son  viriel. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  la  détermination  de  la  probabilité 
d'une  erreur  d' observation,  (i  p.) 

SoKDERHOF  (A.).  —  Contribution  à  la  Géodésie  supérieure. 
(2  art.;  95  p.) 

Nous  allons  indiquer  le  contenu  de  ce  Mémoire. 

Chapitre  I.  —  Notions  sur  les  polygones  rectilignes.  L'auteur 
entend  par  polygone  rectiligne  [Linienvieleck)  un  système  de  lignes 
droites  pouvant  être  situées  d'une  manière  quelconque  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  Dans  un  tel  polygone,  il  y  a  à  considérer  :  i**  les 
arêtes^  c'est-à-dire  les  droites  qui  forment  le  polygone  ;  2"  les  côtés, 
c'est-à-dire  les  angles  que  les  arêtes  font  deux  à  deux;  3°  les  angles 
du  polygone,  qui  sont  formés  par  les  lignes  de  plus  courte  dis- 
tance ou  lignes  polaires-,  4°  les  plus  courtes  distances;  5°  les  lon- 
gueurs ou  distances  polaires,  qui  sont  les  segments  déterminés  sur 
les  arêtes  par  les  lignes  de  plus  courte  distance.  L'axe  du  système 
est  une  droite  rencontrant  toutes  les  arêtes.  Ce  Chapitre  se  divise 
en  plusieurs  paragraphes  ;  Biangle  rectiligne.  Couple  de  droites. 
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Triangle  rectiligne.  Axes  du  triangle  rectiligne.  Calcul  du  triangle 
rectiligne.  Triangle  rectiligne  fermé.  Quadrangle  rectiligne.  Appli- 
cation des  polygones  rectilignes. 

Chapitre  II.  —  L' élément  superficiel. 

Chapitre  III. — L' ellipsoïde .  A.  Le  sphéroïde.  Centrales  et  sec- 
tions centrales.  Angle  entre  la  centrale  et  la  normale  dans  le  splié- 
roïde.  Angle  entre  la  section  normale  et  la  section  centrale.  Autre 
détermination  de  la  correction  sphérique.  Suite  de  l'étude  des  sec- 
tions centrales.  Rectification  des  sections  centrales.  Différence 
de  longueur  entre  la  section  normale  et  la  section  centrale. 
Rectification  de  la  section  normale.  —  B.  Notions  sur  l'ellip- 
soïde à  trois  axes.  Méridien,  méridienne  et  section  principales. 
Angle  entre  les  tangentes  conjuguées  de  directions  quelconques. 
Azimut  de  la  section  centrale  et  azimut  sphérique.  Angle  entre 
le  méridien  et  hi  plan  central.  Distance  angulaire  entre  la  section 
centrale  et  la  section  normale.  Correction  sphérique. 

Chapitre  IV .  —  Détermination  de  la  surface. 

KiEPERT  (L.).  —  Sur  les  épicjcloïdes,  les  hjpocjcloïdes  et  les 
courbes  qui  en  dériuent.  (i8  p.) 

L'objet  principal  de  ce  travail  est  l'étude  de  Vhjpocjcloïde  à 
trois  rehrousscments,  courbe  remarquable,  signalée  par  Steiner, 
et  dont  se  sont  occupés  ensuite  MM.  Schroter  et  Cremona  ('). 
L'auteur  emploie  un  nouveau  mode  de  génération  de  cette  courbe, 
qui  lui  permet  de  démontrer  très-simplement  toutes  les  propositions 
énoncées  par  Steiner,  et  de  les  étendre  ensuite  aux  épicycloïdes  et 
aux  hypocycloïdes  en  général. 

Barczynski  (T.).  —  Sur  la  multiplication  des  fonctions  symé- 
triques algébriques,  rationnelles  et  entières.  (12  p.) 

Hemmikg  (J.-J.).  —  Sur  l'angle  trièdre.  (5  p.) 
Etude  au  moyen  des  constructions  graphiques. 

Weyu  (Ed.).  —  Sur  r ejweloppe  de  toutes  les  sections  coniques 
de  longueur  constante .  (4  p.) 

HoppE  (R).  —  Influence  de  la  rotation  d'un  volant  sur  le 
mouvement  des  corps  liés  a\^ec  lui.  (7  p.) 

(•)  Journal  de  Crelle,  t.  53,  54,  64. 
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RosANES.  —  Sur  les  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à 
une  conique.  (2p.) 

KÔTTEB.ITZSCH  (Th.). —  Contribution  à  la  théorie  du  potentiel. 
(2  art.;  ^o  p.) 

1 .  Forme  de  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  différen- 
tielle 

d'Y      d^      ôj\^  _ 
ôx'        à-y'^        dz- 

—  2.  Introduction  de  variables  convenables.  —  3.  Représentation 

de  la  fonction  F  =  -jt-  au  moyen  des  nouvelles  coordonnées  a,  j3,  y, 

et  application  à  la  surface  cardinale  ponctiforme.  —  4.  Démons- 
tration générale  de  la  possibilité  de  développer  la  fonction  F,  suivant 

les  puissances  ascendantes  de  —  z.  —  5,  Calcul  du  développement 

de  F,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  —z.   — 6.  Propriétés 

remarquables  des  coefficients  P„  du  développement.  Application  des 
théorèmes  précédents  à  une  droite  massive  homogène,  prise  comme 
surface  cardinale. 

Becker  (J.-C).  —  Sur  les  études  récentes,  relatives  à  notre 
intuition  de  l'espace.  (19  p.) 

L'auteur,  au  nom  des  idées  de  Kant  et  de  Schopenhauer,  attaque 
les  théories  de  Gauss,  de  Riemann,  de  Helmholtz  sur  les  fonde- 
ments de  la  science  de  l'espace.  Il  soutient  que  l'origine  des  idées 
géométriques  doit  être  cherchée  dans  les  données  a  priori  fondées 
sur  l'intuition  [Anschauung)  .^  et  n'admet  pas  qu'elles  reposent  sur 
de  simples  hypothèses .  Il  nous  semble  cependant  que  les  concepts 
abstraits  et  imaginaires  de  la  Géométrie,  pures  créations  de  notre 
raison,  ne  peuvent  être  assujettis  à  aucune  condition  nécessaire  a 
priori,  si  ce  n'est  à  l'absence  de  contradiction.  Ce  que  l'on  prend 
pour  rixituition  dans  l'étude  de  ces  abstractions  n'est  que  la  repro- 
duction par  la  mémoire  des  propriétés  sensibles  des  êtres  réels  qui 
ont  servi  de  types  à  nos  conceptions.  Pour  les  êtres  réels,  ces  pro- 
priétés sont  des  données  de  l'expérience-,  pour  les  concepts  abs- 
traits, ce  ne  peuvent  être  que  des  hypothèses  servant  à  définir  ces 
entités.  Les  idées  de  Riemann  ont  d'ailleurs  été  suffisamment  dé- 
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fendues  par  les  développements  analytiques  qu'y  ont  ajoutés  ses 
disciples,  pour  n'avoir  plus  rien  à  redouter  des  arguments  de  la 
Métapliysique. 

Naegelsbach  (H.).  —  iSûr  la  résultante  de  deux  fonctions  en- 
tières. (i4  P-) 

L'auteur  exprime  la  résultante  de  deux  fonctions  entières,  des 
degrés  m  et  tz,  au  moyen  d'un  déterminant  du  degré  m-hJi-,  dont 
les  éléments  sont,  non  plus  les  coefficients  des  deux  fonctions, 
comme  dans  la  méthode  de  Sylvester,  mais  d'autres  fonctions  symé- 
triques des  racines,  et  ce  déterminant  se  rattache  immédiatement  à 
la  conception  de  la  résultante  comme  produit  de  toutes  les  diifé- 
rences  entre  une  racine  de  la  première  équation  et  une  racine  de  la 
seconde.  Il  en  déduit  ensuite  un  autre  déterminant  symétrique, 
dont  les  éléments  sont  composés  de  déterminants  des  coefficients, 
lesquels,  pour  ?«  >-7i,  sont  du  /i'^""®  degré,  et  qui  se  rattachent  à  la 
méthode  d'élimination  d'Euler. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  quelques  intégrations  le  long  d'un 
contour  fermé .  (3p.) 

JoRBAN  (W.;.  —  Sur  la  détermination  du  poids  d' une  inconnue 
obtenue  par  la  méthode  des  moindres  carrés.  [i  p.) 

ScHLÔMiLCH.  —  Sur  les  'valeurs  de  arc  sin  [x  H-  ij)  et  de 
arc  cos  (x  -h  ij).  (3  p.) 

En  désignant  par  S  et  T  les  deux  valeurs  de  lexpression 

1  [v/(TT^)M^±  v/(i-xr-t-r'], 

l'auteur  représente  les  fonctions  en  question  sous  la  forme  très- 
simple 

sin 
arc        [x  -\-  ir)=^  arcsinTii:  /arccoshS, 
cos  -^ 

cosli  désignant  le  cosinus  hyperbolique. 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  une  espèce  particulière  de  fonctions 
algébriques.  (3  p.) 

Soit  z  z=.  X  -^^  ij  \  si  l'on  pose 

z[z  -+-  \){z  +  2).  .  .{z  -H  m  —  i)  —  9«(-r,7)  +  i'h,„[x,y). 
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on  obtient  les  fonctions  ^,„,  i|,„,  que  M.  Sclilômilcli  applique  à  cer- 
tains développements  en  série. 

Igel  (B.).  —  Sur  la  représentation  d'an  biangle  d'arcs  de  cer- 
cle. (4  p.) 

BiEHRiNGER.  —  Sur  la  zouc  sphérique.  (2  p.) 

Si  l'on  mène  deux  diamètres  des  cercles  de  base  parallèles  entre 
eux  AB,  A'B',  et  les  cordes  AA',  AB',  l'aire  de  la  zone  sera  égale  à 
celle  d'une  ellipse  ayant  ses  demi-axes  égaux  à  ces  deux  cordes. 

Zech  (P.). —  La  Géométrie  des  faisceaux  de  rajons  infiniment 
minces,  et  V affinité  des  systèmes  plans .  [11  p.) 

Les  travaux  de  Gauss  sur  les  systèmes  de  lentilles,  dont  C.  jNeu- 
mann  a  donné  en  1866  une  exposition  élémentaire,  supposent  que 
les  rayons  fassent  de  très-petits  angles  avec  l'axe  du  système. 
Kummer  a  traité  le  cas  où  ces  angles  sont  quelconques,  mais  sans 
en  tirer  toutes  les  conséquences.  Dans  le  tome  XVI  de  ce  Journal, 
Frischauf  a  fait  faire  à  la  question  quelques  pas  en  avant.  M.  Zech 
se  propose  de  poursuivre  cette  étude  par  la  même  méthode,  en 
considérant  la  marche  de  trois  rayons  quelconques,  dont  l'ensemble 
représente  le  caractère  du  faisceau  entier.  A  cette  occasion,  il  re- 
prend la  théorie  de  l'affinité,  qu'aucun  auteur  n'avait  encore  ex- 
posée sous  une  forme  appropriée  à  cette  recherche. 

Voss  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  systèmes  perspectifs  de  points. 
(12  p.) 

L'objet  de  cette  étude  est  de  faire  voir  comment  la  théorie  des 
systèmes  projectifs  plans  de  points  conduit  avec  la  plus  grande 
facilité  à  un  grand  nombre  de  théorèmes,  que  l'on  eût  pu  obtenir 
le  plus  souvent,  mais  d'une  manière  plus  indirecte,  au  moyen  d'une 
transformation  perspective. 

Geisenheimer  (L.).  —  Sur  la  théorie  de  V aberration  de  sphé- 
ricité. (29  p.) 

L'auteur,  s'appuyant  sur  le  théorème  de  Dupin,  qu'un  système 
de  rayons  normaux  à  une  même  surface  conserve  cette  propriété 
après  la  réfraction,  en  déduit  quelques  propositions  générales  sur  la 
distribution  et  l'intensité  des  rayons  lumineux,  et  donne  les  for- 
mules pour  l'aberration  de  sphéricité  d'une  surlace  quelconque. 
Il  traite  complètement  cette  dernière  question  dans  le  cas  des  sur- 

Bull.  des  Sciences  mathérn.  et  astroii.,  t.  IV.  (Juin  1873.)  I9 
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faces  coniques  réfringentes  ayant  un  axe  commun.    Les  résultats 
obtenus  s'appliquent  à  la  réflexion,  en  faisant  l'indice  de  réfraction 

ExNER  (K-)-  —  Sur  la  lyariation  de  la  courbure  des  sections 
planes  dans  les  surfaces  courbes.  (3  p.) 

Kapp  (G.).  —  Sur  la  phoronomie  graphique,  (a  p.) 

Etant  donné  le  mouvement  d'un  point  matériel,  déterminer  gra- 

pliiquement,  pour  chaque  position  de  ce  point,  la  force  motrice  en 

grandeur  et  en  direction. 

KiEPERT  (L.).  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales.  (4p-) 
L'équation  d'une  courbe  variable  étant  résolue  j)ar  rapport  au 

paramètre,  et  mise  sous  la  forme  C=f[x.,j'-).)  l'équation  dilïéren- 

tielle  des  trajectoires  orthogonales  sera 

àf_d£clr_ 
dy      dx  dx 

L'auteur  étend  les  cas  d'intégrabilité  de  cette  équation  indiqués 
par  Euler. 

Baur  (C.-W.).  —  Trajectoires  orthogonales  d'un  sjstènie  de 
cj'cloïdes  ajant   même    base  et    même  point  de  rebroussement. 

(4  p.) 

Cantor  (M.).  —  Bilrmann.  (3  p.) 

Recherches  sur  ce  géomètre,  connu  par  la  série  qui  porte  son 
nom.  On  n'a  pu  encore  découvrir  ni  la  date  et  le  lieu  de  sa  nais- 
sance et  de  sa  mort,  ni  son  prénom,  ni  aucun  détail  sur  sa  famille. 
On  sait  seulement  qu'il  était  professeur  de  commerce  à  INlannheim 
en  1796,  lorsqu'il  a  présenté  son  Mémoire  à  l'Institut  de  France 5 
qu'il  a  été  désigné  pour  remplacer  Kramp  à  Cologne  en  1799,  mais 
il  ne  semble  pas  avoir  accepté  cette  place.  11  a  écrit  quelques  Mé- 
moires dans  les  Archives  de  Hindenburg,  et  s'est  occupé,  comme  ce 
dernier,  de  V Analyse  combinatoire,  en  grande  vogue  à  cette  épo- 
que chez  les  géomètres  allemands.  On  a  retrouvé  deux  lettres  de 
Biirmann,  écrites  de  Mannheim  à  la  fin  de  1807,  et  dans  lesquelles 
il  sollicite  une  place  de  professeur  dans  le  lycée  que  l'on  allait  créer 
dans  cette  ville.  Il  cite  à  l'appui  de  sa  demande  l'espoir  qu'il  avait 
d'entrer  tôt  ou  tard  à  l'Institut,  ayant  été  déjà  porté  sur  une  liste 
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de  candidats.  Il  ajoute  comme  nouveau  titre  à  la  faveur  du  gouver- 
nement les  services  qu'il  a  rendus,  comme  exerçant  gratuitement 
les  fonctions  de  censeur  politique,  et  demande  une  compensation 
aux  désagréments  qu'il  a  essuyés  dans  ce  métier.  11  s'indigne  que 
l'on  permette  aux  juifs  de  lui  faire  concurrence  dans  son  enseigne- 
ment commercial.  Nous  empruntons  ces  derniers  détails  à  une 
lettre  adressée  à  M.  Cantor  par  M.  le  directeur  F.  Caspari,  et  in- 
sérée dans  le  premier  fascicule  du  tome  XVIII  du  Zeitschrift. 

Reidt  (F.).  —  Sur  les  équations  cubiques  irréductibles.  (2  p.) 
Nouvelle  méthode  pour  le  calcul   approché  des  racines  de  ces 
équations. 

DuREGE  (H.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre  et  leur 
représentation  sur  un  ceicle.  (12  p.) 

Clebscli  a  démontré  analytiquement  (*)  que  les  coordonnées 
des  points  d'une  courbe  du  troisième  ordre  peuvent,  à  l'aide  des 
fonctions  elliptiques,  s'exprimer  par  un  seul  paramètre,  et  qu'alors 
trois  points  de  la  courbe  situés  en  ligne  droite  sont  caractérisés  par 
cette  circonstance,  que  les  arguments  correspondants  des  fonctions 
elliptiques  ont  une  somme  constante,  théorème  d'où  l'on  déduit 
une  foule  de  propriétés  intéressantes  des  courbes  du  troisième  ordre. 
M.  Durège  fait  voir  que  l'on  peut  arriver  très-simplement  aux 
mêmes  formules,  en  donnant  d'avance  une  position  particulière  au 
triangle  des  coordonnées. 

JuNGHANN  (G.).  —  Formules  cristallométriques .  (20  p.) 

ScHELL  (A.).  —  De  l'influence  des  défauts  du  sextant  à  ré- 
flexion sur  la  mesure  des  angles.  (11  p.) 

Gejvt  (H.).  —  Sur  la  dépendance  mutuelle  des  sjstèmes  de 
points  oii  une  courbe  générale  du  troisième  ordre  est  osculéc  par 
des  sections  cojiiques.  (22  p.) 

L'auteur  établit  par  une  autre  voie  la  plupart  des  propriétés 
démontrées  dans  la  XIP  Section  du  livre  de  M.  Durège  sur  les 
courbes  du  troisième  ordre  (^),  et  il  y  ajoute  quelques  nouveaux 
résultats. 


(')  Journal  de  Crelle,  t.  63,  p.  g'j. 
(*)  Voir  Bidleùn,  t.  III,  p.  :. 
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Frosch.  —  Sur  l'état  de  température  d'un  corps  compris  entre 
deux  surfaces  s phériques  non  concentriques,  (pp.) 

ScHuoTER  (H.).  —  Remarque  sur  la  démonstration  donnée  par 
Sturm  du  théorème  d' addition  des  intégrales  elliptiques  de  pre- 
ndère  espèce.  (8  ]).) 

Cette  démonstration,  «  rédigée  par  Sturm  d'après  un  Mémoire  de 
M.  Despeyrous  (*)  »,  a  le  défaut  de  ne  pas  indiquei-  d'où  vient  le 
facteur  d'intégration,  et  de  ressembler  plutôt  à  une  vérification 
d'un  théorème  connu  qu'à  une  démonstration  vraiment  analytique. 
M.  Sclirôter  modifie  le  raisonnement  de  telle  sorte  que  le  facteur 
d'intégration  se  présente  de  lui-même,  et  les  diverses  formes  dont 
ce  facteur  est  susceptible  donnent,  par  de  simples  intégrations  par 
parties,  les  diverses  formes  du  tliéorème  d'addition. 

Igel.  —  Sur  la  théorie  des  transformations  quadratiques. 
(3  p.) 

RiTSERT  (E.).  —  Formation  du  déterminant  qui  exprime  V aire 
d'un  triangle  au  moyen  des  trois  côtés,  (i  p.) 

—  Le  Literaturzeitung  annexé  à  ce  volume  du  Zeitschrift  ren- 
ferme des  analyses  des  Ouvrages  suivants  : 

Bauschinger  [J.)  :  Elemente  der  grapliischen  Statik. 

Jochmann  [E.)  :  Grundriss  der  Experimentalpliysik. 

i*y }  e  Sainte- Marie  (C.)  :  Etudes  analytiques  sur  la  théorie  des 
parallèles. 

Wand  [Tli.)  :  Die  Principien  der  mathematischen  Pliysik  und 
die  Potentialtlieorie,  etc. 

Spitz  (TÏl.}  :Erster Cursus  dcrDifferential-  und  Integralrechnung . 

Klingenfeld  [von)  :  Lelirbuch  der  darstellenden  Géométrie. 

Briot  [Cil.)  :  Lehrbuch  der  mechanischen  Wârmetheorie. 

Thomson  [TV.)  und  Tait  [P.~G.)  :  Handbucli  der  theoreti- 
sclien  Pliysik. 

Schramm  [H-]  :  Die  allgenieine  Bew^egung  der  Materie,  etc. 

Reidt  [Fr.)  :  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispieleu  aus  der 
Trigonométrie  und  Stéréométrie. 

(')  Journal  de  Liowille,  2*^  série,  t.  I,   i85G. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  293 

Gilnther  [S.)  :  Beitragc   zur  Erfiiidungsgescliiclilc  der  Ketteii- 
brûclie. 

Friedlein  [G.)  :  Beitrage  zur  Gescliiclite  der  IMatliematik.  IL 
Clebsch  {^.)  :  Théorie  der  binâren  algebraisclien  Formeii. 
Nous  y  remarquons  surtout  une  suite  d'articles  consacrés  à  une 
polémique  aussi  vive  qu'intéressante,  à  propos  des  récentes  publi- 
cations de  MM.   Wohlwill   et  Glierardi,    relatives    au  procès   de 
Galilée. 


MELANGES. 

Ql'ESTIO?i  DE  MÉCANIQUE; 
Par  m.  g.  LESPL4.ULT. 

V attraction  proportionnelle  à  la  distance  est  la  seule  qui  fasse 
décrire  au  mobile  une  courbe  toujours  fermée,  dans  un  temps 
toujours  le  même,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales. 

Je  donne  liabituellement,  dans  mon  Cours,  une  démonstration 
simple  et  élémentaire  de  cette  proposition,  qui  a  l'avantage  de 
comprendre  les  théorèmes  directs  et  les  réciproques.  Cette  démons- 
tration, qui  n'a  pas  encore  été  publiée  dans  son  ensemble,  donne 
en  même  temps  la  solution  de  tous  les  problèmes  de  tautochronisme 
dans  les  mouvements  curvilignes,  lorsque  la  force  motrice  est  fonc- 
tion de  l'arc  à  parcourir. 

1°  Mouvement  rectiligke. 
Si  le  point  M  est  attiré  vers  le  point  fixe  O  par  une  force  con- 

Fig.  I. 
M  M'  0  M, 


stamment  proportionnelle  à  la  distance  MO,  il  arrivera  toujours 
au  point  O  dans  le  même  temps,  quel  cjue  soit  son  point  de  départ. 
Supposons,  en  effet,  deux  mobiles  M  et  M'  placés  tous  deux,  en 
repos ,  en  des  points  différents  de  la  droite ,  et  sollicités  par  des 
forces  respectivement  proportionnelles  aux  distances  MO,  M'O. 
Dans  le  premier  instant  dt^  les  chemins  élémentaires  parcourus 
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par  M  et  ÎM'  sont  proportionnels  aux  forces  qui  les  sollicitent,  et 
par  conséquent  aux  chemins  entiers  qu'ils  ont  à  parcourir.  Au 
bout  de  ce  premier  instant,  les  forces  motrices  sont  proportion- 
nelles aux  cliemins  qui  restent  à  parcourir,  et  par  suite  aux  che- 
mins entiers.  Il  en  est  de  même  des  vitesses  acquises,  et  par  consé- 
Cfuent  il  en  sera  de  même  aussi  des  longueurs  parcourues  pendant 
le  second  instant  dt-^  car  ces  longueurs  se  composent  des  chemins 
parcourus  en  vertu  des  vitesses  acquises  pendant  le  premier  instant, 
et  des  chemins  parcourus  en  vertu  des  accélérations  acquises  pen- 
dant le  second  instant  dt. 

Au  bout  de  ce  second  instant,  les  vitesses  seront  donc  encore  pro- 
portionnelles aux  chemins  déjà  parcourus,  cl  par  suite  aux  longueurs 
entières.  Le  môme  raisonnement  s'appliquera  pendant  le  troisième 
instant,  pendant  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite-,  de  telle  sorte  que 
les  chemins  parcourus  dans  un  temps  quelconque,  fini  ou  infini- 
ment petit,  sont  constamment  proportionnels  aux  longueurs  OM 
et  OjM'.  Donc,  quand  M  aura  parcouru  OM,  M'  aura  parcouru  OINf, 
et  les  deux  mobiles  arrivent  au  même  instant  au  point  O. 

Ensuite  chaque  mobile  dépasse  le  point  O,  et,  dans  la  seconde 
période  de  son  mouvement,  il  perd  à  chaque  instant  l'accélération 
qu'il  a  gagnée  à  l'instant  correspondant  de  la  première.  M  atteint 
donc  la  symétrique  Mj  de  son  point  de  départ  dans  le  môme  temps 
C£u'il  a  mis  à  arriver  de  M  en  O,  et  les  oscillations  sont  isochrones 
pour  tous  les  mobiles  M,  M',  etc. 

Réciproque.  —  Si  les  oscillations  sont  de  même  durée  2~  pour  un 
mobile  M  sollicité  par  une  force,  fonction  de  sa  distance  au  point  O, 
ciuel  que  soit  le  point  de  départ  de  ce  mobile,  je  dis  que  cette  force 
est  constamment  proportionnelle  à  la  distance  jMO. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  d'abord  que  les  actions 
de  la  force  motrice  étant  symétriques  de  part  et  d'autre  du  point  O, 
si  les  oscillations  sont  isochrones  pour  les  mobiles  M,  M',  etc., 
ces  mobiles  mettent  tous  le  même  temps  t  à  arriver  au  point  O,  et 
réciproquement. 

Cela  posé,  désignons  par  cp  (x)  la  force  motrice  du  point  M.  Je 
dis  que  œ  (x)  est  proportionnelle  à  x.  En  elîet,  on  pourra  toujours 
déterminer  la  constante  A  de  telle  manière  que,  sous  l'action  d'une 
force  égale  à  A  JC,  le  mobile  parcoure  MO  dans  le  temps  x.  Dès  lors, 
si  o  [x)  n'est  pas  identique  à  A\r,  elle  est  nécessairement  alterna- 
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tivement  plus  grande  et  plus  petite,  et,  en  outre,  ces  alternatives 
se  succèdent  à  intervalles  finis  5  car  on  ne  peut  concevoir  deux 
forces  dillcrentes,  dont  l'une  serait  alternativement  plus  grande  et 
plus  petite  que  l'autre,  par  intervalles  infiniment  petits  :  celte  idée 
n'aurait  aucun  sens.  On  pouira  donc  toujours  trouver  sur  MO  un 
point  N  assez  voisin  du  point  O,  bien  qu'à  une  distance  finie  de  ce 
point,  pour  que,  entre  N  et  O,  la  force  o  {x)  soit  constamment 
plus  grande  ou  constamment  plus  petite  que  k.r.  Supposons-la  con- 
stamment plus  grande,  pour~fixer  les  idées,  ou  tout  au  moins  sup- 
posons que,  entre  N  et  O,  cp  [x)  ne  devienne  jamais  plus  petite 
que  kx-^  car  elle  pourrait  lui  devenir  égale  pendant  un  intervalle 
de  temps  quelconque,  sans  que  le  raisonnement  cessât  d'être  rigou- 
reux. Cela  posé,  plaçons  un  mobile  sans  vitesse  au  point  N.  Sous 
l'action  de  la  force  cf»  (x),  il  arrivera  au  point  O  en  moins  de  temps 
que  sous  l'action  de  la  force  kx^  qui  est  constamment  moindre 
ou  tout  au  plus  égale,  c'est-à-dire  en  un  temps  moindre  que  r; 
car,  en  vertu  de  notre  proposition  diiecte,  t  représente  le  temps 
que  le  mobile  mettrait  à  parcourir  iSO  sous  l'action  de  la  force  kx. 
MO  et  NO  ne  seront  donc  pas  parcourus,  dans  le  môme  temps, 
sous  l'action  de  la  force  '■f  (^),  si  cette  force  dillère  de  kx. 

Remarque.  —  Cette  démonstration  s'applique  mot  pour  mot  à 
la  proposition  suivante  ; 

Pour  qu'une  courbe  soit  tautoclirone  par  rapport  à  l'un  de  ses 
points,  sous  l'action  d'une  force  tangentielle,  fonction  de  l'arc  à  par- 
courir, il  faut  et  il  suftit  que  cette  force  soit  constamment  propor- 
tionnelle à  l'arc  (^). 

2**  Mouvement  dans  le  plan. 

Soit  un  plan  M,  lancé  du  point  A  suivant  AT,  et  sollicité  vers  le 
point  O  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance.  Je  dis  que 
ce  point  décrira  une  courbe  fermée ,  dans  un  temps  indépendant 
des  circonstances  initiales. 

Pour  le  démontrer,  projetons  sur  la  droite  OA  le  mouvement  du 
point  M,  parallèlement  à  la  vitesse  initiale  AT.  Le  point  P  se 
mouvra  comme  un  point  libre  parti  du  point  A  sans  vitesse,  en 


(')  Voir  Théorie  géométrique  des  Tautochrones,  par  M.  G.  Lespiault.  Paris,  Gaulhier- 
Yiîlars;  1869.  Pris  :  60  c. 
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même  temps  que  M,   et  assujetti  à  parcourir  la   droite  AO   sous 
l'actiou  d'uue  force  constamment  proportionnelle  à  PO.  Donc,  en 


vertu  du  tliéorème  précédent ,  ce  point  reviendra  en  A  au  bout 
d'un  temps  constant  4^,  quelles  que  soient  les  circonstances  ini- 
tiales. Il  est  clair  que  le  point  M  accomplit  sa  révolution  dans  le 
même  temps. 

Réciproque.  —  Si  un  mobile  parcourt  une  courbe  fermée  dans 
un  temps  constant  4 "^5  quelles  que  soient  les  conditions  initiales, 
sous  l'action  d'une  force  dirigée  vers  le  point  fixe  O,  cette  force  est 
proportionnelle  à  la  distance. 

Soit,  en  elfet,  OB  un  rayon  maximum  ou  minimum.  La  courbe 
est  évidemment  symétric[ue  par  rapport  à  OB;  car  la  marche  du 
mobile  sera  la  môme,  qu'il  parte  du  point  B  vers  la  droite  ou  vers 

FisT.  3. 


la  gauche.  En  outre,  la  trajectoire  sera  partout  concave  vers  le 
point  O.  Cela  posé,  projetons  oithogoimlenient  le  mobile  N  en  R, 
sur  OB.  Le  point  R  se  mouvra  comme  un  point  libre  sollicité  par 
la  projection  de  la  force  motrice  du  point  N.  Or  il  est  évident  que 
la  distance  NO  détermine  la  longueur  OR,  et  réciproquement;  d'où 
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il  résulte  que  la  force  projetée  est  une  fonction  de  OR.  D'ailleurs, 
le  mobile  R  revient  en  B  en  même  temps  que  N ,  c'est-à-dire  dans 
le  temps  4?,  quelle  que  soit  la  valeur  initiale  de  OB.  Donc,  d'après 
le  théorème  précédent,  la  force  qui  le  sollicite  est  proportionnelle 
à  OR.  Par  suite,  la  force  motrice  du  point  N  est  proportionnelle 
à  ON.    (c.  Q.  F.  D.) 


EXTRAIT 
DE  SIX  MÉMOIRES  PUBLIÉS  DA^S  LE  JOIJRNAL  DE  MATHÉMATIQUES  DE  BORCnARDT; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 

(Analyse  rédigée  par  l'Auteur.) 


IV. 

Dé^eloppej7ie?2t  de  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques 
de  n  différentielles . 

Premier  Article  (  '). 

Un  des  buts  principaux  des  recherches  que  nous  analysons  ici 
successivement  était  l'étude  plus  approfondie  de  la  mesure  de  cour- 
bure deGauss.  Outre  les  voies  suivies  jusqu'à  présent  et  conduisant 
à  ce  but,  on  peut  encore  choisir  celle  qui  consiste  à  présenter,  sous 
un  point  de  vue  plus  général,  toutes  les  conceptions  fondamentales 
relatives  à  la  courbure  d'une  surface,  et  à  en  tirer  ensuite  la  coti- 
ception  de  la  mesure  de  courbure.  A  cet  effet,  il  s'agit  de  trouver 
une  définition  du  rayon  de  courbure  qui  se  prête  sans  contrainte 
à  une  extension  naturelle.  Or  des  principes  admis  de  la  Mécanique 
usuelle  résulte  ce  théorème  que,  lorsqu'un  point  vjatériel,  qui 
n'est  soumis  à  V  action  d' aucune  force  accélératrice,  doit  se  mou- 
voir sur  une  surface  déterminée,  la  pression  exercée  en  chaque 
point  de  la  trajectoire  est  inversement  proportionnelle  au  rayon 
de  courbure  de  cette  trajectoire.  On  peut  définir,  d'après  cela,  la 
valeur  réciproque  du  rayon  de  courbure  comme  une  c|uantité  qui 

(')  Journal  de  Borchardt,    t.  71,    p.  a-; '1-287. 
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est  directement  proportionnelle  à  la  pression  résultante  dans  ce 
mouvement.  Si,  de  plus,  un  système  d'un  nombre  quelconque  de 
points  matéxiels  se  meut  en  vertu  des  mêmes  lois  de  la  Mécanique, 
sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force  accélératrice,  mais  qu'entre 
les  cooixlonnées  des  points  de  ce  système  il  existe,  indépendamment 
du  temps,  un  certain  nombre  d'équations  de  condition,  alors,  pour 
tout  déplacement  virtuel  du  système  de  points  matériels,  compatible 
avec  les  équations  de  condition,  la  somme  des  moments  de  toutes 
les  pressions  a  une  valeur  déterminée,  qui,  pour  un  point  niatériel 
assujetti  à  rester  sur  une  surface,  se  réduit  au  moment  de  la  seule 
pression  correspondante .  Soient,  comme  dans  III,  x„  les  coordon- 
nées des  divers  points  matériels  du  système  mobile  5  supposons  cjue 

la  forme  if  (  —r-  )  5  représentée  explicitement  dans  (29),  I,  désigne 

la  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  matériels,  et  que  l'on 
ait,  en  outre,  /  fonctions  indépendantes  quelconques  y^  des  varia- 
bles Xai  la  lettre  a,  ainsi  que,  dans  la  suite,  les  lettres  (3,  y,.  .  ., 
parcourant  la  série  des  nombres  1,2,-..,/,  et  /  étant  <^  n:,  ad- 
mettons enfin  que  l'on  ait,  entre  les  coordonnées  Jr^^,  le  système  de 
/  équations 

(1)  n.  =  const. 

Par  l'introduction  de  /  multiplicateurs  indéterminés  ^„,  on  peut 
maintenant  formuler  le  problème  de  Mécanique  dont  il  s'agit,  en 
demandant  que  la  première  variation  de  l'intégrale 


(^ 


C  [f[x')^  >„  j,  +  >...j.  + . . .  +  >,„  r„]  dt 


s'annule,  les  valeurs  initiales  x^^^  et  les  valeurs  finales  x^  de  l'in- 
tégration restant  invariables.  D'après  cela,  l'équation 

devra  être  satisfaite,  indépendamment  des  valeurs  des  variations. 
Mais  l'expression 

(4)  ^><^^r» 
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représente  la  somme  des  moments  de  toutes  les  pj^essions,  relative 
à  un  déplacement  virtuel  du  système  de  points  matériels,  corres- 
pondant aux  valeurs  ^y,^-)  somme  dont  il  était  question  tout  à 
l'heure.  Comme  la  définition  de  cette  notion  repose  sur  les  prin- 
cipes admis  de  la  Mécanique  usuelle,  personne  ne  mettra  en  doute 
que,  si  l'on  commence  par  transformer  la  forme  quadratique  y  ^^f/x) 
par  l'introduction  d'un  système  quelconque  de  nouvelles  variables 
à  la  place  des  variables  jr„,  et  si  ensuite  le  système  des  /  fonctions 
7 ,,  est  remplacé  par  un  nouveau  système  de  /  fonctions,  indépen- 
dantes entre  elles,  de  ces  fonctions,  l'expression  (4)  ne  doive  se 
changer  dans  l'expression  qui  serait  formée  de  la  même  manière  au 
moyen  des  nouveaux  éléments  correspondants.  Mais  les  raisons 
analytiques  de  ce  fait  conservent  leur  force  pour  toute  forme  qua- 
dratique essentiellement  positive  f[dx)^  dans  laquelle  le  détermi- 
nant A  ne  s'évanouit  pas.  Nous  allons,  en  conséquence,  aux  consi- 
dérations que  nous  venons  d'exposer,  en  substituer  d'autres  plus 
générales,  dont  les  principes  sont  expliqués  dans  III,  et  où  la  me- 
sure de  la  force  vive  d'un  point  matériel  en  mouvement  revient  à 
une  expression  plus  générale  du  carré  de  l'élément  linéaire  dans 
l'espace.  C'est  pourquoi  nous  n'imposerons  à  la  formey(<:/x),  qui 
entre  dans  l'intégrale  (2},  aucune  autre  condition  que  celles  que 
nous  venons  d'indiquer,  savoir  :  qu'elle  soit  essentiellement  posi- 
tive, et  que  le  déterminant  correspondant  A  ne  s'annule  pas. 

Des  équations  (i)  on  tire  successivement  les  deux  systèmes  d'é- 
quations 
if-.  dr^  f/')a 

(0)  =  G,        — '- —  =;  G. 

^    '  cil  df- 

En  combinant  le  dernier  de  ces  deux  systèmes  avec  le  système  de 

n  équations  diilérentielles  contenu  dans  (3),  on  pourra  exprimer 

d'^x 
les  n  quantités  —j-~  et  les  /  quantités  X„  en  fonctions  homogènes  du 

second  degré  des  quotients  différentiels  x^,  et  par  la  substitution  de 
ces  valeurs  des  X„  l'expression  (4;  se  change  également  en  une  forme 
quadratique  des  x'i^.  Le  système  d'équations  différentielles  contenu 
dans  (3)  entraine,  de  plus,  comme  conséquence,  l'intégrale 

(6)  /(x')=consl., 

où  la  constante,  à  cause  de  la  nature  essentiellement  positive  de  la 
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forme  y  (  <7x  ) ,  doit  être  une  grandeur  essentiellement  positive.  Dans 
l'expression  (4),  qui  est  linéaire  par  rapport  aux  variations  J)  „, 
considérons  ces  dernières  comme  arbitraires,  mais  constantes,  et  les 
quotients  dilFérentiels  jr^  comme  variables,  mais  assujettis  toutefois 

à  satisfaire  aux  équations  ■—  =  o  du  système  (5)  et  à  l'équation  (6)5 

et  posons  le  problème  de  maxima  et  ininima,  consistant  à  déter- 
miner  les  valeurs  x^  de  manière  que  la  première  différentielle  de 
l  expression  (4),  prise  par  rapport  à  ces  quantités,  s'évanouisse. 
Comme  l'expression  (4),  lorsqu'on  soumet  à  ujie  transformation 
quelconque  la  forme  f[dx).^  et  qu'on  remplace  le  sjstème  des 
fonctions  y  ^  par  un  système  équii^alejit,  a  la  propriété  de  se  trans- 
former en  même  temps,  et  que  la  condition  demandée  ne  peut  dé- 
truire cette  propriété,  la  solution  du  problème  de  maxima  et  mi- 
nima  deura  participer  à  cette  propriété.  C'est  sur  l'étude  de  ce 
problème  que  roule  le  présent  travail. 

Les  considérations  développées  jusqu'ici  se  rattachent  bien  au 
système  d'équations  dilïéreiitielles  obtenu  dans  (3  ),  et  font  usage  de 
l'intégrale  (7)  de  ce  système-,  mais  elles  n'exigent  pas  quel 'on  sup- 
pose connue  une  intégration  complète  du  système.  C'est  pourquoi, 
dans  le  problème  de  maxima  et  minima,  nous  introduirons,  au  lieu 

d^f, 
des  quotients  diflercntiels  — r-,  les  didérentiellcs  dx;,.    En   faisant 

cela  dans  les  expressions  ^^,  on  devra  remplacer  les  équations  (3), 
(5),  (6)  parles  équations 

[  Y  i.ôfidx)     <if(dx)\ .       Y^  '^ 
Z  K~ôd77  ~  -^^1  ""«  -Z^-''r<^ "-"=  "' 

aj\  r=  o,       dy^  =r.  O, 

f[dx)  =  const. 

Aux  notations  ('^9),  I,  et  (3o},  I,  ajoutons  maintenant  les  nouvelles 
notations 

.Q\  V    ^«-4     '^^'^     '^'"^  /  'i\ 
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Les  quantités  X„  sont  ensuite  déterminées  par  les  équations 

(lo)  X^^'  i'^)^-»"^'^^^^-^  ^  ^> 

pour  lesquelles  le  déterminant  |  a,  j'S  |  ne  peut  pas  s'annuler,  et  les 
expressions  elles-mêmes  sont  données  par  les  formules  suivantes  : 

(il)  lo.-^y[o!.,^]Ti^dx  =  0. 

Ces  expressions  conduisent  à  une  représentation  explicite  de  la 
forme  résultant  de  (4),  quadratiiiue  par  rapport  aux  difjéreii- 
tielles  dxai  linéaire  par  rapport  aux  variations  oy^^ 


^^>.ô/„  =  À(Jx)  =  l^/... 


h  dxudxb. 

a,b 


Le  problème  de  maxima  et  minima  proposé  pour  cette  forme,  en 
désignant  par  w  et  par  S-„  des  facteurs  indéterminés,  est  équivalent 
à  la  condition  que  les  n  dérivées  de  l'expression 

(i3)  -l[dx)-^r.^f[dxy-^y  â^dy,. 


prises  par  rapport  aux  quantités  dx^^  deviennent  égales  à  zéro.  De 
ces  n  équations  et  des  /  équations  d)\  ^  o  du  système  (7)  résulte 
un  système  de  /i  -f-  /  équations,  homogènes  et  linéaires  par  rapport 
aux  n  quantités  dx^  et  aux  /  quantités  3-„,  et  pouvant  être  rangées 
de  telle  façon  que  les  coefficients  forment  un  tableau  symétrique. 
Le  déterminant  de  ce  tableau  D  (oj)  peut  être  mis  sous  la  forme 

(i4)  D(m)  =.  DoOj"-'h-  D.co"-'-'  +  ...-\-  D„_/, 

les  coefficients  Dq,  Dj,  D2,.  .  • ,  D„_i  étant  des  fonctions  homogènes 
des  variations  ^j\^  des  degrés  respectifs  o,  1,  2,...,7^  —  /,  et  le 
coefficient  Do  ne  pouvant  s'annuler.  La  quantité  o)  est  déterminée 
par  l'équation  du  [n  —  /jième  ^ç„y^ 

(i5)  D(o.)==o, 

dont  les  racines  sont  toutes  réelles.  A  chaque  racine  se  rapporte 
une  détermination  des  quantités  dxat  et  à  une  telle  détermination 
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correspond  cliaque  fois  la  relation 

liflx) 


i6) 


JV^) 


Si  Wi  et  W2  sont  deux  racines  difï'érentes  de  l'équation  (iS),  et  qu'à 
la  pi'emière  se  rapporte  le  système  des  quantités  dx^  =  d^^^x^^  à  la 
seconde  le  système  des  quantités  dx„  =  d^^^x^^  on  a  la  relation 

a 

laquelle,  d'après  la  définition  donnée  dans  III,  signifie  que  les  va- 
riétés  du  premier  ordre  d^^^x^  et  d^^^x^  sont  iionnalcs  entre  elles 
ou  orthogonales  par  rapport  à  la  forme  if[dx). 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  les  coefficients  de  l'équation  (i5), 

ou  les  coefficients  de  la  fonction  —  -^ , 

I),       D,  D„_/ 

^'^^  u:'  D„'-'-'  1)7' 

ont  la  propriété  d'être  cop'a/'i«7zf>y  de  la  combinaison  de  la  forme 
f[dx)  a\^ec  le  système  des  fonctiojis  j\  rendues  constantes.  La 
même  chose  a  lieu  pour  toute  fonction  rationnelle  et  entière  de  ces 
n  —  I  expressions.  JNous  sommes  donc  en  état  de  former  des  combi- 
naisons de  quantités  qui  soient  invariantes  par  rapport  à  la  forme 
f{^dx)  et  au  système  des  fonctions  y  ^  rendues  constantes. 
Représentons  par 

(19)  ^(^7,,  0/2,.  . .,  /•>,  /'j, .  . .) 

une  fonction  entière  et  rationnelle  des  expressions  (18),  qui  soit  en 
même  temps  homogène  et  de  V ordre  pair  q  par  rapport  aux  quan- 
tités ^j'i ,  ^^'"2 ,... ,  i^}'j,  et  dans  laquelle  les  coefficients  des  puis- 
sances positives  et  des  produits  de  puissances  positives  des  ^j\ 
soient  désignés  par  /j,  /'a, .  . . . 

Si,  au  lieu  des  /  fonctions  j)'^„,  on  introduit  /  fonctions  7  „  des  j,, 
et  que  l'on  ait  les  équations 

( 20 )  èy\  =  h\,^ èy  -f-  /ù,j ÔJ2  +  .  .  .  +  lù.iàfi, 
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il  en  résultera,  pour  deux  valeurs  quelconques  des  nombres  a,,  s;,, 
l'équation 

(21)  Ô/„.  Ofa,   ^  2j  ^' ""?'  '''"•-■•--  ^^'-^^  ^^'^'.^ 

Mais  les  fonctions  définies  par  (8)  jouissent  aussi  de  la  propriété 
que,  si  (a,,  a,)  se  change,  par  l'introduction  desj,,  en  (a^  «j),  il 
vient  l'équation  formée  de  la  même  manière 

{22)  («.,   «0—   y /ù.,?./'"a„?,([3„  PO- 

C'est  là-dessus  qu'est  fondée  la  méthode  suivante  pour  la  formation 
des  combinaisons  invariantes  des  quantités  de  V espèce  indiquée. 
Soit  un  terme  quelconque  delà  jonction  F  (^j^j ,  (^'■j , . . . ,  ;'i ,  r,,...), 
résultant  de  la  multiplication  de  l' expression 

[où,  parmi  les  indices  cc^^  oc^^ .  .  . ,  a^,  il  peut  j  en  avoir  un  nombre 
quelconque  qui  soient  égaux  entre  eux)  par  l'un  des  éléments  ri^, 
/'a,.  .  .  •  Ecrivons  toutes  les  q\  permutations  des  q  indices  les  unes 
sous  les  autres,  en  partageant  chaque  permutation  en  groupes  de 
deux  indices  chacun, 

a,  «ï  «j  a,  . . .  ay_,  Xq, 


formons,  d'après  chaque  ligne,  le  produit  des  \q  fonctions 

(a,,  c(.2){cCi,  «4).  .  .(aj_,,  ag), 

puis  faisons  la  somme  de  tous  ces  produits.  Si,  dans  chaque  terme 
de  la  fonction  Yi^Ji-)  ^Ji-i  •  •  •  ?  ''n  ''25  •  •  •)'  *^^  remplace  le  pro- 
duit ^Ja^^Ja.^- ' -Oja  qu'il  contient,  par  V  expression  correspon- 
dante de  la  somme  que  nous  venons  de  former,  affectée  du  déno- 
minateur q  !,  c  est-à-dire  par 


^S^^"" 


j)  {Ui,  3:4).  .  .'aj-ijaj}, 
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alors  F  (^J^i,  ^''25  •  •  •  5  '17  '"21  •  •  •)  se  changera  en  une  combinaison 
invariante  des  quantités  de  l'espèce  indiquée. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  /  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  où  il 
n'existe  qu'u/ze  seule  fonction  ji,  la  définition  donnée  pour  la  fonc- 
tion 7.  [dx]  se  simplifie  comme  il  suit  : 

(23)  -2 /.{ax)  =^ /.,o)\^=^ -, or,. 

La  fonction  unique  (1,1)  coïncide  alors  avec  le  premier  paramètre 
différentiel  de  la  fonction  j\^  défini  vers  la  fin  du  Mémoire  III. 
L'équation  (i5)  devient  du  [n  —  i^'e^e  (J^g^^i^  qi  \q^  coefficients  Dq, 
Di,  Da,.  .  .  de  la  fonction  D^w)  sont  multipliés  par  les  puissances 
de  la  quantité  dji  d'exposants  égaux  à  leurs  indices.  La  méthode 
exposée  pour  la  formation  des  combinaisons  invariantes  des  quan- 
tités de  l'espèce  indiquée  se  trouve  ainsi  abrégée  en  même  temps. 
Si,  dans  la  fonction  2X  {^dx)  définie  par  (aii),  on  remplace  àj\  par 
la  quantité  ^/(i,  i),  ce  qui  donne 

(24)  2A(d^j  =  A,  v/(i,  ij  = ' 


si  l'on  introduit  cette  substitution  dans  le  problème  proposé  de 
maxima  et  minima,  et  que  l'on  désigne,  en  les  entourant  de  paren- 
thèses, les  fonctions  ainsi  transformées,  alors  tous  les  invariants 
donnés  par  notre  méthode  seront  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  certains  ijivariants  élémentaires,  savoir,  des  expressions 
d'ordre  pair 

■DA        /D, 

.Doj'     Vi>o 

et  des  produits  deux  à  deux  ou  bien  des  carrés  des  expressions 
d'ordre  impair 


m  m 


Si,  à  l'hypothèse  l^=i^  on  joint  encore  l'hypothèse  c^efi^dx)  soit 
égaie  à  la  forme  spéciale 


>7) 


f{dx)  =  ^  \dxj,, 
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alors  l'expression 

\{fl.v\ \j{ 1 .  1 1    -ntiàx^ 


f{dx) 


\dx^,  ^{i,i)\dx'â 


devient  égale  à  la  valeur  réciproque,  prise  avec  le  signe  — ,  de  la 
quantité  que  M.  Kronecker,  dans  son  second  Mémoire  Sur  les  sjs- 
tèmes   de  fonctions  de  plusieurs  variables  (*),  a  désignée  parla 

lettre  p.  Si  l'on  substitue,  dans  l'équation  (i  5),  la  relation  00= , 

le  problème  de  maxima  et  minima  fournit  les  n  —  i  valeurs  singu- 
lières de  la  quantité  p  dont  il  est  parlé  dans  ce  Mémoire.  Lorsqu'on 
a  /z  =  3,  et  que  Xj,  Xj,  x^  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  de  la  surface  y^  =  const.,  d'où  résulte  que,  comme  dans  (i),  I, 

\  dXa  représente  le  ca/'ré  de  l'élément  linéaire  dans  l'espace, 

a 

alors  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  surface  en  question,  pour  la 
section  normale  définie  par  les  quantités  dxi^  dx2-,  clx^^  le  pro- 
blème de  maxima  et  minima  détermine  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  rayon  de  courbure,  c'est-à-dire  les  deux  rajons  de  courbure 

1  ce   •  /r>.\      [^A    j      1      r         •         D(w) 

principaux,   et  les   coemcients  I  tt  )  '    l  77  )   ^^  ^^  tonction  — |- — 

représentent  respectivement  la  somme  et  le  produit  des  ^valeurs 
réciproques  des  deux  rayons  de  courbure  principaux.  Dans  le  sens 
indiqué  plus  haut,  la  seconde  quantité  et  le  carré  de  la  première 
sont  des  invariants  pour  la  combinaison  de  la  forme  quadratique 
correspondante  y (^x)  avec  l'équation  j)^i  =  const. 

Les  fonctions  j^  étant  indépendantes  entre  elles,  on  peut  leur 
adjoindre  n  —  /  fonctions  arbitraires  j^  (cr,  et  plus  tard  t,.  .  .  dé- 
signant les  nombres  depuis  /-hi  jusqu'à  «},  de  telle  façon  que 
les  j)  „  et  les  j„  constituent  enscuJjle  un  système  de  fonctions 
des  JCa,  indépendantes  entre  elles.  Par  l'introduction  de  ces  nou- 
velles variables,  la  fonction  1  [dx)  devra  être  transformée.  Sup- 
posons que  la  transformation  de  la  îorme  f[dx)  donne  les  résultats 


f)  Ueber  Système  von  Functiotien  mehrerer  Variabelen  {MonaCsbericht  der  Berline  r 
Akademie  v.  J.  1869,  5.  August,  p.  Ggr). 

liull.  des  Sciences  inathém,  et  astron.,  t.  IV.  (Juin  1878.)  ^^ 
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suivants  : 


(28) 


if[dx)  =  g[df), 

A-,/ 


,  dg{dr^       dg{dr)       \^       j,      .       t  i  \ 


De  (8),  on  tire  l'équation 

En  posant  maintenant,  en  général, 

f^  (  ^7 )  =  ^  2j  '^'"'^  ^^^^  ^^'" 

a,  b 

on  tirera  de  (9)  et  de  (1 1) 

[-'^[J^;^)g^{df)=.t,{dy'), 
(30)  ^ 

i* 

et  la  fonction  lJ-{dj)  sera  complètement  déterminée.  Si  l'on  formule 
maintenant,  par  rapport  à  la  fonction  transformée  lt.{d)  ),  le  pro- 
blème de  maxima  et  minima,  posé  pour  la  fonction  l[dx)^  alors 
la  condition  f[dx)  =  const.  sera  remplacée  par  la  condition 
^(  Jj  )  =  const.,    et  les  conditions  dj\=o  pourront  être  intro- 
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duites  directement  dans  les  formes  lJ-{dj)  et  g{(fj  ),  de  sorte  qu'on 


aura 


( 32 )  ^{dy)  =  ^  ^  l^-.r. dy, df... 

D'après  cela,  l'expression  (i3)  se  changera  dans  l'expression 

(33)  ^2^{—ij.,,,-{-(ùe,,,)dy,dy'„ 


O,  X 


la  signification  de  la  quantité  w  n'ayant  subi  aucune  altération.  Les 
Il —  /  dérivées  de  (33),  par  rapport  aux  quantités  dj^^  étant  éga- 
lées à  zéro,  donneront  la  solution  du  problème  de  maxima  et  mi- 
nima  proposé.  Entre  le  déterminant  précédent  D  (w)  et  le  détermi- 
nant symétrique  qui  appartient  au  système  de  ces  n  —  /  dérivées, 
on  a  la  relation  (  *  ) 

(34)  D(«)=||-/..,„4-cop„.l. 

Ici  l'on  a 


Do 


A  I  e,.. 


et  les  coefficients  de  la  fonction  —y- —  se  présentent  exprimés  au 

moyen  du  systèm.e  des  variables  j'^^,  j„\  on  peut  exprimer  de  la 
même  manière  les  invariants  développés  plus  haut.  Si  /  est  égal  à 
l'unité,  les  équations  (23)  et  (24)  donnent  respectivement 

(35)      .p(4,)  =  -Ç^â;,,  .^^dr)  =  -^M, 

et,  en  conséquence,  l'expression  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (34)  se  trouve  aussi  simplifiée. 

(*)  L'introduction  de  cette  formule  entraine  quelques  modifications  dans  les  for- 
mules du  texte  des  Mémoires  originaux.  Dans  le  texte  de  IV,  D(w)  a  la  signification 
ci-dessus;  dans  le  texte  de  V,  on  a  posé  D(w)  =  [a^^-h  we^^|. 


20. 
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V. 


Développement  de  quelques  propriétés  des  formes  quadratiques 
,     de  n  différentielles. 

Deuxième  Article  ('^. 

Nous  avons  supposé  que  la  forme  quadratique  f[dx).,  par  la 
substitution  des  variables  j„,j),j,  se  change  dans  la  forme  g[dj  ),  et 
que  celle-ci,  en  vertu  des  conditions  ja^=const.,  <yj^=o,  se 
change  dans  la  forme  g[dj)  des  n  —  /  différentielles  dj^^  repré- 
sentée par  {3i),lV.  Le  problème  delà  variation  de  l'intégrale  (2),  IV, 
est  alors  remplacé  par  le  problème  de  la  variation  de  l'intégrale 

(i)  f  gïr'jdt, 

lequel  entraîne  le  système  d'équations  différentielles 


,    ,  àK  agir') 

(1)  ; -X =    G. 

^   ^  dt  df. 

Les  valeurs  d'intégration  j^,,  qui  satisfont  au  système  (2),  ne  dé- 
pendent ainsi  que  de  la  forme  g{dj~).  Au  contraire,  ufie  combi- 
naison de  quantités,  qui  est  un  invariant  pour  la  combinaison  de 
la  forme  f[dx)  avec  le  système  qui  rend  constantes  les  fonc- 
tions j^a,  peut  ou  bien  dépendre  aussi  des  seuls  coefficients  e^^^  de  la 
forme  g[dj)  et  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  aux  varia- 
bles j''^,  et  cela  de  manière  à  être  un  invariant  de  la  forme  g'(^JK), 
ou  bien  ne  pas  jouir  de  cette  propriété.  Dans  les  considérations  qui 
ont  été  exposées  dans  IV  sur  la  courbure  de  la  surface  jj  =  const., 
la  forme  quadratique  2g-(af)  ),  qui  coïncide  alors  avec  (2*),  I,  ex- 
prime le  carré  de  V élément  linéaire  sur  la  surface.  Les  expres- 

sions  I  ïY  )    •^^  \  tT  )  ^^^^  ^^^  désignées,  dans  1  endroit  cite,  comme 

des  invariants  pour  la  combinaison  de  la  forme  correspondante 
f[dx)  avec  V  équation  ji  =  const.    Une  seule  de  ces  expressions, 

(')  Journal  de  Borchardt,  t.  71,  p.  288-295. 


I 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  Sog 

la  seconde,  (7^  )'  qui  est  la  mesure  de  coiubiire  de  Gauss,   est, 

comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  plus  haut,  un  invariant  de  la 
foi  me  g(d^).  Nous  allons  maintenant  faire  voir  comment,  même 
dans  certaines  hypothèses  plus  générales,  on  peut  reconnaître  si 
une  comhinaison  de  quantités,  invariante  pour  la  combinaison  de 
la  forme  f[dx)  avec  le  système  des  fonctions  j)„  rendues  constantes, 
est  en  même  temps  un  invariant  de  la  forme  g{dy). 

On  atteint  ce  but  en  démontrant  une  dépendance  entre  l'expres- 
sion l{dx],  définie  par  (12),  IV,  et  la  forme  quadrilinéaire 

'^'{d'jc,  o'x,  dx,  ox), 

définie  par  (3i),  I,  et  covarianto  de  la  forme  f{dx).  A  l'aide  de 

quatre  systèmes  indépendants  de  difierentielles  dx^-,  d^Xa-,  d-Xa-, 

d^Xat  on  déduit  d'abord  de  la  définition  de  }.[dx)   la  forme  bi- 

linéaire 

-  ,  ,        ,      «        \  \^  O'/J  dx)   , 
(3)  ,^d.,,l•.)^-^~J^d•:r,. 

i 

puis  de  celle-ci  la  forme  quadrilinéaire 

(  K[dx,d^x,d'x,d^x) 
^^^    \       =[^l{dx,  d^ xyf.[d-^x,  d'x)  —  ^l{dx,  d'^x)VjPx,  d' x)], 

les  crochets  du  second  membre  indiquant  que,  conformément  à  la 
méthode  développée  dans  IV,  chaque  expression  àjoi^J^  est  rem- 
placée par  l'expression  («,  |3)  correspondante.  La  nouvelle  forme 
K  V/x,  d'^x.  d^x^  d^x)  est,  d'après  cela,  covariante  de  la  combi- 
naison de  la  forme  fl^dx)  avec  les  relations  qui  rendent  constantes 
Içs  fonctions  j\^  et  la  même  propriété  appartient  à  la  difierence 

(5)         —  -^'{dx,d'x,  d'x,  d^x)  -\-  K[dx,  d'x,  d'x,  d^x). 

Désignons  maintenant  par  OV)-,  d^y-,  d\y,  d^j)  la  forme  qui 
correspond  à  la  forme  g  [dj  ) ,  comme  la  forme  W  {dx^  d'^x^  d^  x^  d^x) 
correspond  à  la  forme  f{dx)-^  par  L{dy,  d-y^  d^y^  d^j)  la 
forme  qui  prend,  pour  la  forme  g{dj)^  la  place  de  la  forme 
K(rfx,  d^x,  d'x,  d^x);  et  par  Q.{dj-,  d^j,  d'y,  d^  y]  la  forme  qui 
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« 


prend,  pour  la  forme  g  [dj)  des  ji  —  /  différentielles  d') ,,  la  place 
de  la  formé  'P  {dx^  d^x^  d^x^  d^x).  Alors  on  a  d'abord  l'équation 

(  —  -^{dx,d''x,d'x,  d'x)  -hK{dx,  d^x,  d'x^  d'x) 

(6)  / 

j      ^^  _  1  a  {dr,  dy,  d\r,  dy)  +  L(<n  ày,  d^y,  d^y). 

Mais  071  a  aussi,  dans  les  cas  oit  les  quatre  systèmes  de  dijféren- 

tielles 

dya,     d'ya,     d'y^,     dy^ 

sont  supposés  nuls,  V équation 

I  _  1 0  ^dr,  cf=  r,  ^/' j,  d^y)  +  L( ^6",  d'y,  d'j\  dY) 

(7)  ]        ^  _ 

(         =  -  il{dy,  d'y,  d\y,  d\r)- 

En  vertu  de  ces  deux  équations,  la  forme  ^^l{dj^  d^y^  d^j\,  d^y)^ 
covariante  de  la  forme  g  {dj  )  ^  nous  ramène  à  la  forme 
'F  (<ix,  d^x^  d^x^  J'.r),  couariante  de  la  forme  f{dx). 

La  forme  quadrilinéaire  W  [dx^  d^x^  d^x,  d'^x)  s'annule,  d'après 
le  dernier  théorème  de  I,  dans  le  cas,  et  seulement  dans  ce  cas,  où. 
la  forme  f{dx)  peut  être  transformée  en  une  forme  à  coefficients 
constants.  Cette  condition  est,  entre  autres,  évidemment  toujours 
remplie,  lorsque  l'intégrale  (2;,  IV,  se  rapporte  au  mouvement 
d'un  système  de  points  matériels  suivant  les  lois  réellement  exis- 
tantes de  la  Mécanique.  Sous  cette  condition  que  f{dx)  soit 
transformable  en  une  forme  à  coefficients  constants,  la  forme 
^•{dy^  d^y^  d^y^  d^j)  s'annule  naturellement  aussi,  et  de  (7)  ré- 
sulte l'équation 

(  L{dy,  dy,  d'y,  dy)  =  -~  Li{dy,  dy,  d'y,  dy), 

(  dya  —  d'ya  =  d^'y^  =  d\ra  =  o. 

Celte  équation  permet,  pour  certaines  combinaisons  de  quantités, 
invariantes  pour  la  combinaison  de  la  forme  f[dx)  avec  le  système 
des  fonctions  j)„  rendues  constantes,  de  faire  voir  que  ces  combi- 
naisons sont  invariantes  aussi  pour  la  forme  g[d}  ).  Une  telle  com- 
binaison de  quantités   s'obtient,   pour  une  valeur  quelconque  du 
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nombre  /,  au  moyen  du  coefficient  — '  de  la  puissance  w"~'~-  dans  la 

fonction  -y- — ,  en  remplaçant,  suivant  la  méthode  exposée,  dans  ce 

coefficient,  qui  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  des 
variations  âj\^  chaque  produit  oj\h)i  par  l'expression  (ar,  (3)  corres- 
pondante. Cette  combinaison  de  quantités,  lorsquey(^j:)  est  trans- 
formable en  une  forme  à  coefficients  constants,  devient  un  inua- 
riant  de  la  forme  gi^dj)^ 

'^'     '    '       (&: 


Si  l'on  calcule,  en  effet,  pour  la  {orme  g[dj)^  V invariant  w  ana- 
logue à  celui  qui  a  été  défini  dans  (32),  II,  pour  la  {orme  f{dx)^  et 
que  nous  avons  représenté  par  '|,  alors  de  (8)  résultera  l'équation 

L'expression  (  =-'  j  est,  d'après  les  dénominations  employées,  pour 

n  =  3,  la  mesure  de  courbure  de  Gauss,  et,  pour  une  valeur  quel- 
conque de  7Z,  peut  être  considérée  comme  ujie  généralisation  de  la 
rnesure  de  courbure  de  Gauss. 

Dans  le  cas  où  /  est  égal  à  l'unité,  certaines  combinaisons  de 
quantités,  de  l'espèce  dont  il  s'agit,  ont  été  désignées  sous  le  nom 
d'invariants  élémentaires.  Parmi  elles,  les  expressions  d'ordre 
pair,  indiquées  dans  (aS),  IV, 

lorsque  f{dx)  est  transformable  en  une  forme  à  coefficients  con- 
stants, sont  toutes  en   même  temps  des  invariants   de  la  forme 

^I.  Kroneclcer  [loc.  cit.].,  dans  l'hypothèse  mentionnée  plus  haut 
de  /  =  I,  f^dx)  =  -  \  dx^^.,  a  désigné  l'expression  f  — ^  )  comme 

a 

une  généralisation  de  la  mesure  de  courbure  de  Gauss  j  d'après 
le  théorème  cité,  cette  expression,  pour  toute  valeur  impaire  du 
nombre  «,  est  un  invariant  pour  Informe  g[dy). 
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Le  Mémoire  dont  nous  allons  ci-après  rendre  compte  renferme 
un  examen  du  problème  de  maxiina  et  minima  proposé,  dans  IV, 
pour  la  fonction  l[dx).)  et  les  conceptions  déduites  de  ce  problème 
dans  riiypotlièse  que  la  fonction  git^j)  ne  renferme  que  les  carrés 
des  différentielles  dji,.  Il  nous  semble  à  propos  de  mentionner  dès 
à  présent  le  contenu  de  ce  résumé.  Posons,  pour  abréger,  e/^^^  =  f?^, 
de  sorte  que  g[dy)  se  trouve  exprimé  comme  il  suit  : 

(il)  g{dr)  =  ^2jek(in- 

k 

D'après  cela,  les  formules  (3i),  IV5  (Sa),  IV5  (33),  IV,  donneront 
respectivement  les  équations 

(12)  g[dy)  =  '^2^e,drl, 

0 
(l3)  ï^^^==-^Sm^a   ''■"''  ■^' 

et  l'expression 

ff  a 

Le  problème  de  maxima  et  minima  proposé  pour  la  fonction 

ndx)  =  a{dr) 

se  résout  en  égalant  à  zéro  les  n  —  /  dérivées  de  (i4)  pai'  rapport 
aux  quantités  dy„^  c'est-à-dire  au  moyen  des  Ji  —  /  équations 

a 

Comme,  en  outre,  le  déterminant  E  a  présentement  pour  valeur 
e^e^,  .  .e„,  la  relation  (34),  IV,  se  change  dans  la  suivante  : 

'■«'       "'"'-.-;7;^,n(-^i;^^' 

et  Ton  trouve,  pour  déterminer  Igts  /?  ■ —  /  racines  to-  de  l'équation 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  3i3 

D{w^  =  o,  la  relation 

a 

Dans  la  résolution  du  problème  de  maxima  et  minima,  il  s'agit 
de  savoir  si  une  racine  déterminée  u>.  est  simple  ou  multiple.  Sup- 
posons que  les  racines  égales  à  w^  soient  désignées  par  W-f,  w^//, . .  .-, 
on  aura  la  solution  du  problème  en  question  en  égalant  à  zéro  toutes 
les  ditlérentielles  dj^^  à  l'exception  des  diiiérentielles  dj\^  ^JVi 
dj\i/,. . .,  correspondant  à  ces  racines.  On  peut  maintenant  égaler 
à  des  constantes  le^  quantités  j-^  elles-mêmes,  à  l'exception  des 
quantités  j).j,  y^i^ ...  5  alors  les  équations  résultantes  représenteront, 
pour  les  'variables  y^^  la  'variété  déterminée  par  la  solution  de 
notre  problème,  et  cette  variété  sera  du  premier,  du  second,  du 
troisième,  etc.  ordre,  suivant  que  la  racine  correspondante  w,  sera 
simple,  double,  triple,  etc. 

Des  vainétés  du  premier  ordre,  qui  sont  situées  à  V intérieur 
des  'variétés  correspondant  à  deux  racines  différentes  co^^  co^^, 
sont  orthogonales  entre  elles  par  rapport  à  la  forme  if{^dx).  Ce 
théorème,  qui  découle  de  l'équation  (17),  IV,  renferme  le  théorème 
de  M.  Dupin,  ainsi  que  la  généralisation  de  ce  théorème  donnée 
par  M.  Lie  [Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  d.  Tf'iss.  zu  Got- 
tingen,    10  mai    1871),    et  dans   laquelle  notre  iorme  fi^dx)  est 

égale  à  -  \  dx^„. 

a 

La  fonction  L  (<i?;  ,  c?"j',  c?*)',  d^j).,  définie  plus  haut,  lorsqu'on 
pose  dy\  =  c/*j  „  =  d-y'g,=z  d^')\=^  o,  a  maintenant  pour  expres- 
sion 

'h[dy,d\r,d^y,d^y] 

^  a  a, a' 

Si  nous  introduisons  encore  la  supposition 

f[dx)=-^  -\  dx^. 
2  ^ 
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alors  l'équation  (8)  a  lieu,  et  pour  l'bn'ariant  w  de  g{dj)  on  a 
l'équation 

(■9)  -"=  41^.2^5^ -l*^- 

a  a,  o' 

De  plus,  il  faudra  faire,  dans  (i6),  A  :=:  i.  Dans  le  cas  de  /=-.  i,  il 


vient 


.0,  i„.,  =  ln  "- HT^r. 


e,  AA  \  2     (?j-| 


1  ^loge- 


T=  2 


et,  si  l'on  remplace  dj\  par  vi'î  'j  =  — '  ^n  trouve,  pour  déter- 

V^. 

miner  les  invariajits  de  g[dj)^  énumérés  dans  (aS),  IV,  la  relation 


21) 

T  =2 


YI. 

Dé\^eloppeinent  d' une  dépendance  entre  les  formes  quadraLiques 
de  n  différentielles  et  les  transcendantes  abéliennes  (  '  ) . 

Le  caractère  spécifique  d'une  brandie  de  la  théorie  des  formes  de 
n  différentielles  est  exprimé  par  la  condition  que  les  coefficients 
d'une  telle  forme  soient  des  fonctions  algébriques  des  variables,  et 
que,  dans  la  transformation  de  la  forme,  les  variables  primitives 
soient  égalées  à  des  fonctions  algébriques  des  nouvelles  variables. 

Cette  branche  comprend  la  transformation  de  la  forme   \  t/a*  au 

a 

moyen  des  coordonnées  elliptiques  généralisées  j}''i,  72, .  .  .,  y,,.  Au 
sujet  des  coordonnées  elliptiques,  on  peut  consulter  le  tra\ail  de 
Jacobi  intitulé  :  Des  lignes  géodésie] ues  sur  un  ellipsoïde,  et  dr-s  di- 
verses applications  d'une  substitution  analytique  remarquahle^^^^ 

(')  Journal  de  liorchardt,  t.  74,  p.  iSo-i;!. 

(°)  Von  der  geodàtischen  Linie  aitf  einem  EUipsoid  inid  deit  verschicdenen  Anwen- 
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et  ses  Leçons  de  Dynamique  (').  Cette  transformaliou  implique, 
entre  les  formes  quadratiques  de  n  diiTérentielles  et  les  transcen- 
dantes abéliennes,  une  dépendance  qui  fait  l'objet  du  présent  Mé- 
moire. 

Pour  exprimer  les  n  variables  x^  au  moyen  des  n  coordonnées 
elliptiques  y^^  nous  supposerons  que,  entre  ces  dernières  et  n  quan- 
tités réelles  rti,  «2,  •  .  . ,  <^n,  on  ait  les  inégalités 

(0  ri>«.>r.>«2>--  •>;«>««; 

qu(^,  pour  unj  indéterminé,  on  pose 

(2)  z(r)  =  (.r— r.)(r— .rO-  ■■[y  —  ïn], 

(3)  \[y)  =  (r-  «,)(j-  rr,).  .  .(r-a„), 

et  que,  en  désignant  par  la  notation  de  Lagrange  la  diflerentiation 
relative  àj)',  on  ait  les  équations 

(4)  ^'-_-Zl^. 

Alors  aux  valeurs  réelles  des  y,,  correspondront  aussi  des  valeurs 
réelles  des  x^.  On  obtient  de  plus  la  transformation  de  la  forme 

^dx\. 


(5) 


Ll      '      kZu  \[y,)  ''^' 


de  laquelle  découlent  les  diverses  applications  des  coordonnées  el- 
liptiques qui  se  présenteront  ici.  La  forme  qui  constitue  le  second 
membre  de  (5)  étant  de  l'espèce  de  (i  i),  V, 


''-S^dy)=2^^kdy\, 


les  n  équations  yi  =  const.  désigneront,  d'après  le  langage  établi 
dans  m,  n  variétés  du  (/z  —  ijieme  ordre,  jouissant  de  la  propriété 
que  les  'variétés  du  premier  ordre,  qui  sont  communes  kn  —  i  quel- 

dungen    e'iner   merhwûidlgen    analytischen    Substitution    {Monatsbericht   der  Berliner 
AIfademie\.  J.  iSSg,  April,  et  Journal  fur  Mathematik,  t.  19,  p.  809). 
(')  Vorîesungen  iiber  Djnamik,  Vorlesung  29  und  3o. 
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conques  des  variétés  en  question,  sont  deux  a  deux  normales 

entre  elles,  ou  orthogonales  par  rapport  à  la  forme  \  dx^^.  En 

a 

d'autres  termes,  les  n  équations  j^,  =  const.  composent  un  système 
de  Ji  variétés  du  [ji  —  i)>enie  ordi-e,  qui  sont  orthogonales  par  rap- 
port à   la  forme    \    dx\    Les   coefficients    ej,   ont   pour  valeurs, 

a 

d'après  (5), 

(6)  ^^  =  7^^r 

La  première  application  de  la  transformation  (5)  est  relative  à  ce 
que,  dans  les  considérations  de  III,  on  a  posé  le  nombre  /^  =  2,  la 

forme  f[dx)z=z~\  dx\^  la  fonction  U  =  o.  Alors  F  [dx]  =\  dx^ 

n  a 

est  également  une  forme  à  coefficients  constants;  on  a,  pour  l'équa- 
tion liamiltonienne  aux  dérivées  partielles  correspondante, 


a 

et  l'intégrale  complète  R  de  cette  équation  a  pour  expression 


(8)  R 


^(-.  "-:•')■ 


Par  l'introduction  des  coordonnées  elliptiques,  il  vient 

F(./.r)  =:  Q^idy),     G(<r)  -:  ig[dy)  =-_~^e,r/>V 

A- 

et  l'équation  liamiltonienne  aux  différentielles  partielles  correspon- 
dante s'écrit  ainsi  : 


(9)  S 


I  i  dvy 

I. 


ea  Xàfa] 


Maintenant  JacoLi  a  fait  voir  que,  si  Cj,  Cg,.  .  .,  c»  désignent  des 
constantes  réelles-,  si,  de  plus,  on  aies  inégalités 
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et  que  l'on  introduise  la  fonction  du  [71  —  a)'"""'  degré 

(n)  (Six)  ==ir  —  (^^)ir  —  <^'^)---[r  —  Cn), 

l'équation  aux  différentielles  partielles  (9)  sera  satisfaite  par  l'inté- 
grale complète,  renfermant  les  constantes  arbitraires  Cj,  c,,.  .  . ,  Cn, 


c\. 


D'après  les  développements  donnés  dans  UI,  la  fonction  Pj,  jointe  à 
ses  /i  —  r  dérivées  -r— ^  =  *î*, ,  où  r  =::  2,  3, .  .  . ,  n,  fournit  une  trans- 
formation de  la  forme  F  (dx)  =  G{dj)^  dont  le  type  a  été  donné 
dans  (19),  m.  En  vertu  des  relations  actuelles,  les  coefficients  ni^^^ 
sont  égaux  à  zéro  toutes  les  fois  que  l'on  a  r  ^  5,  et  se  déterminent 
simplement  lorsque  r  =  s.  On  a,  d'après  cela,  pour  la  nouvelle 
transformation, 

„3)  ^.,rf,.-.,,p;_,^|i:lirf$;, 

k  r 

et,  en  égalant  successivement  à  des  constantes  les  nouvelles  varia- 
bles Pj,  ^2,  4>3,. .  .,  4>„,  on  a  la  représentation  d'un  nouveau  sys- 
tème de  n  variétés  du  [71  —  £^»eme  Q^dre,  orthogonales  e7itre  elles 

par  rappo7't  à  la  for  17 le  \  etdj'^^^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

/. 

paj-  rappo7't  à  la  fori7w  \  dx\ 

a 

Comme,  dans  le  cas  actuel,  la  forme  F i^dx)  =  \  dx'^  est,  ainsi 

a 

qu'on  l'a  déjà  remarqué,  une  forme  à  coefficients  constants,  on  aura 
lieu  d'appliquer  le  théorème  énoncé  dans  III  pour  cette  hypothèse, 
et  en  vertu  duquel,  pour  le  système  d'équations  différentielles 
(7),  m,  le  même  système  d'intégrales  est  représenté,  d'une  part, 
parles  équations  (18),  lU,  où  l'on  devra  poser  P  =  Pj, 

dV\  __  I  dP\ 

àXal  \dXaJ  i 
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et  dont  n  —  i  entraînent  comme  conséquence  la  /z'^™*,  et,  d'autre 
part,  par  les  n  —  i  équations 

Les  dérivées  -j- '  sont  ici  les  expressions  algébriques 

U  OC  ff 

a 

Les  quantités  ^r  =  "7~"  oi^t  la  forme  transcendante 

(.5)      «.,=v-:r"-?-^-^î^., 

et  le  théorème  énoncé  se  change  dans  le  théorème  d' Ahel. 

Une  deuxième  application  de  l'équation  (5)   s'obtient  lorsque, 
dans  les  développements  de  IV  et  V,  on  remplace  à  la  fois  la  forme 

f[dx)  par  -  >  dx^,  et  les  variables  j„,  y„  par  les  cooi'données  el- 

a 

liptiques  correspondantes.  On  rencontre  alors  les  simplifications 
qui  se  déduisent  de  l'introduction  de  l'équation  (ii),  V.  Les  équa- 
tions (6)  ont  pour  conséquence  la  détermination 

(i6)  <^losg^_  1 

et  comme  on  a  A  =:  i,  et  que  f{dx)  est  une  forme  à  coefficients 
constants,  les  équations  (i6),  V,  et  (12),  V,  se  changent  respective- 
ment en 

X=:/l 
a  (T,  <t' 

En  outre,  de  (21),  V,  dans  la  supposition  de  1=-  i^  on  tire  la  re- 
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lation 

Ici 0)  et  les  expressions  (  ft^  )  '  (  TT  j  '  "  "  *  sont  des   invariants 

de  la  forme  g  [dj)  =  ^  ^^  ^.4>  I- 

Le  problème  de  Calcul  des-  variations  correspondant  aux  liypo- 
tlièses  en  question  et  expliqué  dans  IV,  lequel,  d'après  une  re- 
marque faite  au  commencement  de  l'analyse  de  V,  se  ramène  au 
problème  de  la  variation  de  l'intégrale 

/ 


est  une  généralisation  de  la  question  de  la  ligne  géodésique  sur 
l'ellipsoïde.  Le  système  d'équations  dilFérentielles  correspondant 
(2),  V,  prend,  en  vertu  de  (i  i),  V,  la  forme 


^•^.  +  ^^.-^7-  =  °' 


d^   j  _  agi/) 
dt  ^  "  dy, 

et  l' équation  haniiltonienne  aux  différentielles  partielles  corres- 
pondante à  la  forme  g[dj)  est  la  suivante  : 

Si  maintenant,  d'api'ès  la  méthode  due  à  Jacobi,  on  introduit  une 
fonction 

C22)  ^«-/-.(j)  =  (j—  ci^]  [y—  c,+,)..  .(j—  c„), 

les  constantes  réelles  Q^s, .  .  . ,  c„  étant  soumises  aux  inégalités 

(  23  )  «/+,  >  C/+2  >  r/-t--.'  >  oi+i  > .  .  .  >  c„  >  y„  >  «„, 

et  si  l'on  pose 

xdr)  =  (j  —  rO  (r— r^) .  •  •(/—//), 


>4: 


Xn-iir)  =  (r  —  J/+'  J  (  j  -  p+^  )•••(/-  r«  ), 
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on  a  l'intégrale    complète,    avec  les    constantes    arbitraires   q^j, 

\  (S  ^ 

1  r> 

Or  la  fonction  P/+i,  jointe   aux  «  —  / — i  dérivées  ■  ,  "^'  :;=  <ï>^  *, 

forme  un  système  de  nouvelles  variables,  par  l'introduction  duquel 
la  forme  ig[dy)  se  transforme  d'une  manière  semblable  à  la  for- 
mule (19),  ni.  Actuellement  aussi  tous  les  coefficients  de  la 
nouvelle  forme  s'évanouissent,  à  l'exception  de  ceux  qui  sont  mul- 
tipliés par  les  carrés  des  différentielles,  et  l'on  obtient  la  transfor- 
mation 


'^  d^['^\ 


,.6,     ^-^^-''^--S^feï; 

En  même  temps,  les  équations  4>^'^=:  <p'^'){'')  sont  n  —  / —  i  inté- 
grales du  système  (20),  et  les  n  — /  variétés  du  {n  —  /  —  i  /e'^e  Q^J^j-e 
P/^i  =  const.  composent,  par  rapport  à  la  forme  2.g[dj)  un  sys- 
tème de  variétés  orthogonales. 

Bonn,  le  20  août  1872. 
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